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内 容 提要 


本 文 第 一 章 第 1.1 节 使 用 Kaplan-Meier 估计 渐 近 方差 的 刀 切 
估计 ,建立 了 学 生化 Kaplan-Meier 估计 的 Edgeworth 展开 与 被 估 
计 的 Edgeworth 展开 .证 明了 两 种 Edgeworth 展开 逼近 其 分 布 的 渐 


近 速度 均 为 o(n3). 

第 一 章 第 1.2 节 建 立 了 Tsai, Jewel 与 Wang[79] 所 提出 的 左 截 
断 右 删 失 乘 积 限 估计 的 U 统计 量 表示 ,利用 该 表示 建立 了 估计 的 
Berry-Essen 不 等 式 ,而 且 利用 Gijbels 与 Wangt37] 的 定理 1(c) 得 到 
了 估计 的 r( 宇 2) 阶 绝对 和 矩 不 等 式 与 strassen 型 重 对 数 律 . 

设 S(s,t) 是 二 元 生存 函数 ,S,(s,t) 是 Campbell 与 Feldest!5] 
所 提出 的 二 元 乘积 限 估 计 , 第 一 章 第 1.3 节 通 过 将 logS,(s,:)- 
log S(s, t) RR U 统计 量 加 上 具有 所 需 性 质 的 余 项 , 利用 U 统计 
量 的 Berry - Essen 定理 ,建立 了 二 元 乘积 限 估计 的 Berry-Essen 不 
Sx. 

第 二 章 第 2.1 节 给 出 了 随机 删 失 下 概率 密度 估计 的 L, SA 
等 式 , 刀 ( 之 2) 阶 绝对 矩 不 等 式 , 与 一 个 概率 不 等 式 , 建 立 了 概率 密 
度 的 光滑 bootstrap iM UT E M , If EAA TRE BE bootstrap 估计 的 
方差 几乎 处 处 收敛 到 概率 密度 估计 的 渐 近 方差 . 

第 二 章 第 2.2 节 构 造 了 失效 率 的 一 种 核 估计 ,并 研究 了 该 估 
计 的 弱 收 敛 速度 一致 强 相合 性 收敛 速度 、 渐 近 表 示 与 渐 近 正 态 性 
等 问题 . 

第 二 章 第 2.3 节 定义 了 生存 分 布 的 一 种 平均 型 泛 函 的 估计 ， 
利用 点 过 程 理论 与 款 方 法 证 明了 该 估计 的 渐 近 正 态 性 ,此 外 ,还 给 
出 了 一 个 均 方 误差 不 等 式 和 一 个 概率 不 等 式 . 

第 三 章 研究 了 随机 删 失 非 参数 回归 模型 与 半 参 数 回归 模型 . 
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在 第 3.1 节 , 我 们 分 别 就 删 失 分 布 已 知 与 未 知 两 种 情况 构造 
了 非 参数 回归 模型 中 回归 函数 的 一 种 加 权 核 估计 ,并 研究 了 它 的 
一 些 收敛 性 质 . 

对 固定 设计 半 参 数 回归 模型 

Y; = zp tglt) +é, i=1,2,-",n, 

第 3.2 节 也 是 分 别 就 分 布 已 知 与 未 知 两 种 情况 ,定义 了 参数 8 与 
BVA PRR z(: ) 的 估计 ,证 明了 它们 均 具有 强 相合 性 与 如 (之 2) 阶 平 
均 相 合 性 . 

关键 词 ”随机 删 失 ”乘积 限 估计 WAEA 





ASYMPTOTIC THEORY F OR RANDOM 
CENSORSHIP MODEL 


Abstract 


Jn Section 1. 1 of Chapter 1，the jackknife estimte of the 
asymptoticvariance ofKaplan-Meier (KM) estimator is employed, 
and the Edgeworth expansions for the studentized Kaplan-Meier 
estimatorare established. It is shown that the Edgeworth expansions 


are asympototically close to the exact distribution of the KM 


estimator with remainder o (n 2 ) under some mild conditions. 

In Section 1.2 of Chapter 1, it is shown that the product-limit 
(PL) estimator from left truncated and right censored data, which is 
defined by Tsai, Jewell and Wang! 7] may be approximated within a 
sufficient degree of accuracy by a U-statistic. In this way, Berry- 
Essen theorem for U-statistic does carry over to the PL estimator. 
Moreover, a direct application of Theorem 1(c) of Gijbels and 


[37] yields the rth(r >1)order absolute moment inequality and 


Wang 
functional law of iterated logarithm law for the error of the PL 
estimator. 

Let S(s,t) be the bivariate survival function. Let Š, (s,z) be 
the bivariate PL estimator proposed by Campbell and Féldes‘!5!. In 
Section 1.3 of Chapter 1, the Berry-Essen inequality for $,(s,t) is 
established by expressing Š, (s, z) — log S(s,t) as a U-statistic, 
which admids a term Edgeworth expansion, plus some remainders 


with sufficient accuracy. 
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In Section 2.1 of Chapter 2, the kernel density estimate f, (t) 
from random censored data is investigated further. L,-moment, p 
(22) order absolute moment inequalities and a probability inequality 
for the deviation of f, (1) are obtained, respectively. The sufficient 
conditions for thesmoothed bootstrap approximation of f, (t) to be 
valid are established. Moreover, it is shown that the variance of the 
smoothed bootstrap estimator f (£) converges to the asympototic 
variance of f,(¢) almost surely. 

In Section 2.2 of Chapter 2, a nonparametric hazard estimator is 
introduced. Weak conver-gence, strong uniformly consistency of the 
proposed estimator A, (£) are investigated on a bounded intervals, 
respectively. An asymptiotic representation is also given, and the 
asympototic represen-tation is used to prove asymptotic normality of 
the hazard estimator. 

In Section 2.3 of Chapter 2, a class of mean type functionals of 
KM estimator are investigated. Counting process martingal methods 
are used to show the asympototic normality, and establish a mean 
square error inequality and a probability inequality of them without 
the assumption that F, G are continuous, where F, G are survival 
time distribution and censoring time distribution respectively. 

In Section 3. 1 of Chapter 3, weighted kernel estimators of 
regression function in the fixed design nonparametric model are 
constructed, respectively, in the two cases where censoring 
distribution is known or unknown. And some convergent properties 
of them are also investigated under diffrernt conditions. 

For the fixed design semiparametric regression model 

Y; = tp + g(t;)+¢, 1=1,2,--,n, 
Section 3. 2 of Chapter 3 defines the estimators of unknown 


parametric B and regression function g(-), when the observations 
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are randomly censored on the right in the two cases: Censoring distri- 
bution is known or unknown, respectively. The sufficient conditions 
under which these estimators are strong consistent and pth( p>2) 
mean consistent are also established. 

Key Words Random censorship Product-Limit Estimator 
Censoring Regression 
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随机 删 失 模型 是 生存 分 析 、` 医 药 追 踪 研究 、 可 靠 性 寿命 试验 及 
其 他 一 些 实际 问题 中 常用 和 磁 到 的 一 类 重要 的 统计 模型 . Rupert 
与 Milller!©8) , 郑 祖 康 0108] ,Fleming 与 Harrington?) 等 已 举 出 很 多 
属于 随机 删 失 模型 的 实例 ,说 明了 这 一 模型 存在 的 广泛 性 . 实事 
上 ,随机 删 失 模 型 的 引进 使 得 一 些 问题 的 研究 更 接近 现实 ,这 是 因 
为 在 一 些 实 际 问题 中 (如 以 上 文献 所 举 实例 ) ,我 们 所 获 的 一 些 数 
据 并 非 完全 数据 ,如 果 为 了 处 理 简便 而 近似 地 把 这 些 数 据 看 作 真 
实数 据 , 用 通常 的 统计 方法 去 研究 解决 问题 ,其 结果 与 现实 必然 有 
很 大 误差 ,而 在 随机 删 失 模型 下 用 随机 删 失 模型 中 发 展 起 来 的 理 
论 和 方法 去 研究 因 随机 删 失 而 产生 的 删 失 数据 就 避免 了 研究 的 人 
为 性 .此 外 ,随机 删 失 模型 具有 一 般 性 ,因为 任何 一 个 通常 的 统计 
问题 都 可 以 看 成 是 相应 的 随机 删 失 模型 下 的 统计 问题 在 删 失 发 生 
在 无 穷 远 的 特殊 情形 .正如 郑 祖 康 所 指出 : 每 一 个 统计 问题 都 可 出 
现 一 个 相应 的 删 失 数据 的 统计 问题 , 当 删 失 不 复 存 在 时 ( 即 认为 删 
失 发 生 在 无 穷 远 ) 便 退 化 成 原来 的 统计 模型 . 

从 以 上 几 点 ,我 们 足以 看 到 研究 ,发展 随机 删 失 模型 下 的 统计 
方法 和 理论 是 极其 重要 的 . 正 因 如 此 , 近 一 二 十 年 来 这 一 领域 的 研 
究 已 异常 活跃 ,特别 是 非 参 数 估计 方面 已 取得 很 大 进展 ,如 : 








IT. 乘积 限 估计 


设 Xi,Xz,，…,X 是 非 负 独立 同 分 布 表示 寿命 的 随机 变量 序 
列 ,具有 共同 分 布 函数 下 . Yi, Ya,…,Y, 是 非 负 独 立 同 分 布 表 
示 删 失 的 随机 变量 序列 ,具有 分 布 函 数 G, 且 诸 X, 独立 于 诸 Yi ,在 
随机 删 失 模 型 中 , X, 因 被 Y; 右 删 失 而 不 能 被 完全 观察 ,我 们 仅 能 
观察 到 
Z, = min(X;,Y;), 6; = I[X, < Y,],i = 1,2,..%,n. 
基于 上 面 的 删 失 数 据 (2;,6;),i = 1,2,::: , n ,Kaplan 与 Meier[46] 提 
出 了 著名 的 乘积 限 估 计 ( 或 称 Kaplan-Meier 估计 ,以 下 简称 KM 估 
计 来 估计 下 ,其 估计 定义 如 下 : 
( N (Z) | 
1— F(t) =4ege\lt+ N* (2;) 
0, 车: > Z,, 
(0.1) 





3 
’ Ht Zc, 


Nt (+) = rz >), Zin) = maxZ;. 


1 和 i<n 

B KM 估计 提出 十 几 年 后 ,Breslow 与 Crowley!” 首次 对 这 一 
估计 进行 了 研究 ,并 证 明了 它 的 弱 收 敛 性 .又 过 了 将 近 十 年 ,Gillt39 
将 弱 收 敛 区 间 扩 展 到 整个 半 直 线 . 后 来 ,Burke,Csirgo 与 
Horváth!" 02) 又 给 出 了 其 强逼 近 的 速度 , Major 5 Rejto!" 还 给 出 
T KM 估计 的 一 个 戏 人 定理 . 而 对 KM 估计 强 相合 性 及 其 收敛 速 
度 的 研究 更 多 , 主要 结果 可 见 Peterson’), Winter,Fóldes 与 
Rejtöl®®! ,Fldes,Rejt5 ”与 ”Winterl34] ,Fildes ”与 ”Rejt50321,[33] ， 
Horvath!) ,Gillt39] Csërgo 与 Horvath"! ,Shorack 与 Wellner[71 , 
Zhengl941, WangL84] ,Gut40] 等 .Lo 与 Singht51 将 KM 估计 渐 近 表示 
成 独立 同 分 布 平均 和 加 上 一 余 项 ,并 发 展 了 相应 的 Bootstrap 理论 . 
Chang 与 Raott 又 将 KM 估计 表 成 口 统计 量 加 上 一 些 具 有 所 需 性 
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质 的 余 项 ,使 得 U 统计 量 的 Berry-Essen 不 等 式 应 用 到 此 表示 可 获 
得 KM 估计 的 Berry-Essen FÆR . Chang ®! 又 利用 类 似 的 表示 建 
立 了 KM 估计 的 Edgeworth 展开 .但 由 于 Chang 等 上 面 的 结果 是 关 
于 标准 化 KM 估计 建立 的 ,而 当 KM 估计 渐 近 方差 未 知 时 ,他 们 的 
结果 并 不 能 直接 应 用 到 区 间 估 计 与 假设 检验 等 问题 ,于 是 估计 KM 
估计 的 渐 近 方差 并 研究 学 生化 KM 估计 的 Edgeworth 展开 等 问题 
就 成 为 必然 . 

本 文 第 一 章 第 1.1 节 使 用 KM 估计 渐 近 方差 的 刀 切 估计 ,在 
F,G 连续 的 条 件 下 建立 了 学 生化 KM 估计 的 Edgeworth 展开 . 

在 另 一 些 实际 问题 中 ,如 天 文学 ,石油 勘探 和 生物 细胞 的 研究 
中 ,还 会 出 现 这 样 一 种 情况 , 即 一 些 被 感 兴趣 的 随机 变量 无 法 观 
察 ,这 主要 表现 在 一 些 个 体 在 研究 开始 之 前 就 已 经 寿 终 或 个 体 本 
身 因 条 件 限 止 根本 无 法 观察 ,从 而 造成 左 截断 (left truncation). 这 
些 实 例 可 见 Ameiyal!! , Lynden-Bell!53! ,Jackson[43] ,Nicall 与 
Segal!58] 与 Rupert 与 Millerl58] 等 人 的 文章 和 著作 ,而 对 那些 已 进入 
我 们 研究 的 个 体 ,又 可 能 招致 如 前 所 述 的 随机 右 删 失 ,这 种 左 截断 
与 右 删 失 都 发 生 的 情况 下 所 获 数据 为 左 截断 右 删 失 数 据 ,利用 这 
种 数据 Tsai,Jewell 与 Wang”! 定义 了 生存 函数 的 乘积 限 估计 ， 
Gijbels 与 Wang[27] 给 出 了 该 估计 的 独立 同 分 布 随机 变量 平均 和 的 
强 表 示 定 理 , 同 时 将 所 获 的 强 表示 结果 应 用 到 概率 密度 和 失效 率 
估计 的 研究 . 

本 文 第 一 章 第 1.2 节 建 立 了 Tsai 等 人 的 乘积 限 估计 的 U 统计 
AOR ,利用 该 表示 建立 了 该 估计 的 Berry-Essen 不 等 式 ,r (> 2) 
Bros Xt BAR EKG Strassen 型 重 对 数 律 . 

关于 二 元 生存 分 布 函数 S(s,:) = P(X > s,Y > t) HRT 
主要 有 Campbell") 所 提出 的 分 层 抽样 估计 与 自 相 容 估计 ， 
Campbell 与 Foldest15] 所 提出 的 二 元 乘积 限 估计 ,Dabrowskat25] 所 
提出 的 二 元 Kaplan-Meier 估计 . 关于 二 元 乘积 限 估计 的 研究 ， 
Campbell 与 Földes!" 证 明了 它 的 弱 收 敛 性 ,并 给 出 了 它 的 强 一 致 
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性 重 对 数 率 收敛 速度 ER, Wang’) 证 明了 它 的 弱 收 敛 速度 与 二 
元 经 验 过 程 弱 收敛 速度 相同 .后 来 ,Lo 与 Wang(I2]) 给 出 了 二 元 乘 
积 限 估计 的 独立 同 分 布 渐 近 表示 ,由 此 表示 虽 可 得 到 它 的 渐 近 正 
态 性 和 重 对 数 率 等 结果 ,但 若 想得到 估计 的 Berry-Essen 界 , 这 种 表 
示 就 无 能 为 力 了 . 

本 文 第 一 章 第 1.3 节 将 二 元 乘积 限 估计 的 对 数 表 成 U 统计 量 
加 上 具有 所 需 性 质 的 余 项 ,以 至 U 统计 量 的 Berry-Essen 定理 能 被 
应 用 到 该 表示 以 获 二 元 乘积 限 估计 的 Berry-Essen 不 等 式 . 


2. 乘 积 限 估计 的 泛 函 


常见 的 生存 分 布 函数 泛 函 的 估计 有 概率 密度 估计 、 失 效率 估 
计 与 平均 生存 时 间 等 . 

在 概率 密度 估计 方面 ,Blum 与 Susarla07] 首先 提出 概率 密度 核 
估计 ,Fadels,Rejta 与 Winter[35] ,Mielnizuk[56] Wang[84] 等 分 别 研 
究 了 概率 密度 核 估计 的 强 相合 性 的 一 致 收敛 速度 ,Li 相合 性 , 渐 近 
表示 及 L, 模 下 的 中 心 极限 定理 等 问题 .关于 概率 密度 的 其 它 形式 
的 估计 可 见 Birgé!s! ,Zheng!%2) 与 洪 圣 岩 [0100] 等 . 

本 文 第 二 章 第 2.1 节 给 出 了 概率 密度 的 工 | 矩 不 等 式 ,如 (三 2) 
阶 绝对 和 矩 不 等 式 与 一 个 概率 不 等 式 , 建立 了 概率 密度 的 光滑 
bootstrap 允 近 定理 ,并 证 明了 概率 密度 bootstrap 估计 的 方差 几乎 
处 处 收敛 到 概率 密度 估计 的 渐 近 方差 . 

在 失效 率 估计 方面 ,人 们 根据 失效 率 的 各 种 不 同 的 表示 ,给 出 
了 它 的 各 种 形式 的 估计 并 研究 了 它们 的 相应 的 大 样本 性 质 , 具体 
的 结果 可 见 Blum 45 Susarla!”? , Tanner 与 Wong[77] ,Tanner[781 ,Liu 
与 Ryzint50] ,Sabine 与 Stute[6] 等 . 


本 文 第 二 章 第 2.2 节 根据 失效 率 的 表达 式 4(1) =- Slog - 
F(t) 构造 了 它 的 一 种 核 估计 ,并 研究 了 该 估计 的 弱 收 敛 速度 、 一 
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致 强 相合 性 收敛 速度 Wr Hen SAE TEAS HES A. 
又 正如 Gijbels 与 Veraverbekel36] 所 指出 ,许多 生存 时 间 分 布 的 
特征 可 表示 成 


名 人 ec) 下 daFGD， 0.2) 


其 中 b.(ii,ta,…,tm) 是 可 能 依赖 于 某 参数 u BJ m 元 函数 .对 任何 
固定 的 使 得 (1 - F(t))(1 - G(t)) > 0 & T > 0,Gijbels 与 
Veraverbekel36] 考虑 了 


T . = 
(F) = f -| (nea stn) TT ards) 


的 估计 问题 ,他 们 以 下 的 KM 估计 F, BARE, CF) 中 的 下 , 即 获 得 
š, (F) 的 估计 6( 户 ,) ,并 通过 将 š, (F,) 表示 成 U 统计 量 ,证 明了 
它 的 渐 近 正 态 性 , 且 研 究 了 几乎 处 处 大 样本 行为 . 易 见 9,(F) 是 
(0.2) 在 [0,T]” 上 的 限制 ,从 实际 意义 看 ,这 种 限制 并 不 是 我 们 所 
希望 的 ,因而 ,定义 (0.2) 的 估计 并 研究 其 性 质 是 重要 的 也 是 一 个 
困难 的 问题 . 


本 文 第 二 章 第 2.3 HIRT s, (F) = [a - F(z))db.(z) 的 


估计 问题 . 易 见 ,在 一 定 条 件 下 ,(0.2) 在 m = 1 时 , 即 &1(F), 可 表 
7B BL E,(F) + 9(0) 的 形式 ,因此 ,我 们 研究 € (F) 是 很 有 意义 的 . 
当 我 们 以 F, BARE (F) 中 的 下 后 即 得 所 (下 ) 的 估计 & (F,). 本 文 
第 2.3 节 利 用 点 过 程 蒜 方 法 证 明了 ¿,(F,) 的 渐 近 正 态 性 ,并 在 适 
当 的 条 件 下 给 出 了 ECF) 的 一 个 均 方 误差 不 等 式 和 一 个 概率 不 等 
式 . 





3. 删 失 回归 模型 


关于 回归 模型 研究 较 多 的 是 删 失 参数 回归 模型 ,这 方面 结果 
已 很 丰富 , 具体 结果 可 见 Buckley 4 James!!! ,Koul,Susarla 与 
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Ryzin[4] ,Miller 与 Halpern[57] ,James 与 Smith[44] Zheng!90).(91] , 
Tsiatistso ,Lai 与 Ying!) ,Zhou[96] , Ying'®!. 

本 文 第 三 章 研究 了 随机 删 失 非 参数 回归 模型 与 半 参 数 回归 模 
型 . 

在 第 3.1 节 我 们 分 别 就 删 失 分 布 已 知 与 未 知 两 种 情形 构造 了 

非 参数 回归 模型 中 非 参数 回归 函数 的 一 种 加 权 核 估计 , 并 研究 了 
它 的 一 些 收敛 性 质 , 而 强 相合 性 是 其 中 一 个 概率 级 数 收敛 性 的 简 
单 推论 . 

在 第 3.2 节 也 是 分 别 就 删 失 分 布 已 知 与 未 知 两 种 情形 定义 了 
半 参 数 回归 模型 中 参数 8 与 回归 函数 g(.) 的 估计 ,证 明了 它们 均 
具有 强 相合 性 与 p(> 2) 阶 平均 收敛 性 . 





第 〗 8 
乘积 限 估计 


本 章 主要 研究 由 Kaplan-Meier[352 所 提出 的 乘积 限 估计 (也 称 
Kaplan-Meier 估计 ,以 下 简称 KM 估计 ) ,Tsai,Jewell 与 Wang[79] 所 
定义 的 基于 左 截断 右 删 失 的 乘积 限 估计 与 Campbell 与 Fadlestl5] 所 
构造 的 二 元 乘积 限 估计 . 


§1.1 学 生化 KM 估计 的 Edgeworth 展开 


1.1.1 记号 与 主要 结果 


设 Ti,T,,…,T, 是 非 负 独立 同 分 布 一 般 表示 寿命 的 随机 变 
BALAN HK 下 .在 随机 右 删 失 模 型 中 ,每 个 T, 因 受 另 一 
非 负 且 假定 与 之 独立 的 随机 变量 (以 后 称 之 为 删 失 随机 变量 ) C; 的 
干扰 或 影响 ,使 得 Ti,Tz,…,T, 不 能 被 完全 观察 ,而 仅 能 观察 到 
(Z,,8;) ,此 处 Zi = min(T;,C;),6; = I[T;<C,],i = 12 nm， 
IO] 表示 某 事件 的 示 性 函数 .本 文 假定 C1,C,,…,C, 独立 同 分 布 
有 共同 的 分 布 函数 G. 易 见 Z1,2,,…,Z 独立 同 分 布 且 具有 共同 
HARRAH = 1-(1- F)(1 - G).B Za < Zo < --: < Zc, 
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是 Zi Ze, Z, 的 次 序 统计 量 ,6.;) 是 对 应 于 Zo 的 9. 基 于 上 面 
的 删 失 数据 生存 函数 Fa) = 1 - F(z) 的 KM 估计 定义 如 下 : 
Fy) = TH n-i )UHZO > 1. 0.1.1) 


AN = etd 
iZ St 





对 任何 分 布 函数 Q ,我 们 定义 豆 = 1 ~ Q,Q-: = GFR B = 
FG.i@ A, = a 1S1HZ >t), Fy = P(Z > 0.8; = 1). Aa (2) 
= "YI, > r,8, = 1],H,(:) = P(Z > t,ëƏ, =0),Hy = 


a SIZ, > t,8, = 0], 0 = F 262, 0? =- POf Adi, 


由 Chang 与 Raolltl ,ga? 是 KM 估计 的 渐 近 方差 ,对 此 渐 近 方差 
Singh 与 Liu!) 构造 了 它 的 刀 切 估计 . 


设 全 -是 基于 |(21,61),…,(2,,6,)} -1(2;,6,)| BÓ KM 
计 , 其 虚拟 值 随机 过 程 为 


J. = F(t) - (n - )FU0900, (2041<;¿<n. 
Ñ (1.1.2) 
由 Singh 与 Liu”), o? 的 刀 切 估计 是 


ay = nu Fal? (1.1.3) 
HJ, = Sy mieru sem 1.1.2 中 分 别 建 


立 学 生化 KM 估计 V5 (全 ,下 ) /6,j 的 Edgeworth 展开 和 被 估计 的 
Edgeworth 展开 . 
定理 1.1.1 设 下 .G 是 支撑 集 分 别 为 [0,co),[0,co) 的 连续 
分 布 函数 , 则 当 n 充分 大 时 ,对 任何 : > 0, 我 们 有 
supl P (Vno (F(t) - F(t)) < z)- Ko(z)| = o(n 2), 
(1.1.4) 
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其 中 
K,(z)= B(x) -nigr (a? + >, (1.1.5) 


Ky 三 一 209°(J B añ, + 7), 
Dlr) 是 标准 正 态 分 布 函数 ,gg(z) 是 标准 正 态 密度 函数 
易 见 ,当下 未 知 时 ,oo 因而 <; 未 知 .此 时 ,我 们 必须 利用 观察 
(Z,,8;),i = 1,2,…,n 估计 ci 与 3. 一 个 自然 的 做 法 是 由 H, 与 
FL, 分 别 取代 es 5 ok th 09 ASA, , 即 得 <s 55 0} 的 估计 ea, 与 ci，， 
其 表达 式 为 : 
e=- 20a | af + Zot), 


Sn == [ais 
“a B8(2)(2? + 4). 

我 们 的 下 面 定理 将 证 明定 理 1.1.1 中 的 K, (z) BEEK, (2) 取 
代 后 并 不 影响 其 渐 近 精 度 ， 


定理 1.1.2 在 定理 1.1.1 同 样 的 条 件 下 ,对 任何 上 > 0, 以 概 
率 1 有 


supl Pn (F, (2) - F()) < z) - Klz)| = o(a). 





K,(z) = @(z)- 


1.1.2 定理 的 证 明 


为 方便 计 ,我 们 特约 定 C 可 表示 任何 所 需 的 常数 ,即使 在 同一 
式 中 出 现 也 可 表示 不 同 常数 . 


正如 Chang!!?7) 所 指出 ,对 任何 样本 容量 ”以 正 概率 入 O) = 
0 ,因此 log 售 ,(z) = - co .为 克服 这 一 研究 上 的 困难 ,ChangD7] 将 样 
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本 空间 Q 分 成 两 部 分 :0 如 5 Of? = Q - OS, HP 0) 如 
Chang[D] 中 所 定义 . Chang!!! 证 明了 P(A) = o(n t) ,对 任何 
k > ORX. MIT w E Q), - oo < logF,(:) < + oo .这 说 明 我 们 
的 研究 可 集中 在 子 样本 空间 A 上 ,所 获 的 Edgeworth 展开 结果 
在 Q 上 仍 成 立 . 这 是 因为 
P(Y na (F(t) - F(t)) < z) 
= P(Vno (P, (t) - F(t)) < 2,0§”) + oln), 

对 任何 有 > 0 成 立 . 

下 面 就 在 08” 进行 我 们 的 研究 . 

引 理 1.1.1 ”车 定理 1.1.1 的 条 件 满足 , 则 对 任何 : > 0, 有 


logÔ, (t) - logF (2) = n! D9(2,,032) + r(t), 
(1.1.6) 
Fra) - F(t) = nS) F(t) 9(Z,,0;3t) + ra(t)， 
i=l 


(1.1.7) 
其 中 
9p(2,6;1) 
=- (ROIR) + AG) Ie ð = 11) 


B ra(t),r, (t) 对 任 使 得 ne, — œ O< en < 1,k > 0 fl: > 


0 满足 
PL ra(t)| > e) < C(ne,) +, (1.1.8) 


P(|rp2(t)| > en) < C(ne,) *. (1.1.9) 
证 明 : 由 Lo 49 Singh!) 知 , 当 ”充分 大 时 


PC ral > s,)< cP [ |a, -DRaa - B) | > >) 


全 
十 P( sup |H, -H| > z H(t)) 
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+ CP(|logF, (1) - ÍTR, 9an) > $)(1.1.10) 


对 任何 上 > 0 与 e, > 0 RX. 
易 得 


at fiA, - FHF - B) 
= -上 [可 ?Cj aq, -Doo Jaa ~ Bo) 


= WAK 1[0<s<t,s < u]) 


< H2(s)a(H, - H)(u)a(H,, ~ FH)(s). 
由 Chang 49 Raol!®) 附录 中 的 引 理 ,对 任何 正 整 数 m 和 某 常 数 C( 可 
能 依赖 m, H, H.) 


EA" = zlj I Il0<s Lts < w]B2(s;)) 


x Ta, u) - Atu) Taa) ~ Bls))] 


= Cn", (1.1.11) 
id 
_ {lkl+1, lk] +1 EMK, 
"Cel +2, Sle] + 18338. 
由 Tchebyschev 不 等 式 与 (1.1.11), 且 注意 到 m 是 偶数 ,我 们 可 得 
P(|A,| > en) < ez "EA? < C(ne,)”” < C(ne,) +, 
(1.1.12) 
对 任何 上 > 0,k > 05 e, > 0 成 立 .又 由 于 


4%, slog 售 - (CR, (s) aB, o) 


= Pitz < t,6; = 1) flog(1 -Irn (Z) HAz))* T. 


(1.1.13) 
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Ay = Alle: (1+ nH,(Z;))I[Z, < :]22] U IZ; > thh, As 
为 其 补 , 则 由 (1.1.13) 并 利用 不 等 式 |log(1 - z) + z=| < z2,0 < 
xz 过 去 ,可 得 在 A, 上 ,有 


< $ 
<22I[Z < 0.8 = 1) TZ ea)” 
(1.1.14) 
而 


PCA) < YPC + nB,(Z))1[Z, < +] = ) 
hen g 
= D| Pca + nB (ZDI < t] = 112, = z)dH(z) 


<+"; 1) HI" 2)dH(2) 


<(1- A) ce FO, (1.1.15) 
于 是 由 (1.1.14) 与 (1.1.15) , 即 得 


PUAI > 2)< p(t Pilz,< tð = 1] > eo) 


+ P(A, (t) < 5A(t)) + P(AS,). (1.1.16) 


注意 到 ne, < 16H ° (2) 时 (1.1.8) 是 平凡 的 ,因而 只 考虑 ne, > 
16H 2(¿) 的 情形 ,在 此 情况 下 (1.1.16) 的 第 一 项 为 0, 而 


P(B,G) < +B(o)) 
< P(IR,G) - H()| > ERO) < eO 1.1.17) 
因而 由 (1.1.15) - (1.1.17) 就 得 到 ne, > 16 百 -2(z) 时 
P(lA| >$) <e HD + eH) 3g) 
FRA (1.1.10), (1.1.12), (1.1.18) 与 (1.1.7) 中 的 最 后 一 个 不 等 
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式 ,我 们 就 证 明了 (1.1.8). 
为 证 (1.1.9) ,我 们 首先 证 明 


P(|logF y(t) - logF(:)| > ep) < C(n2e,) "5, 
(1.1.19) 
对 任何 上 > 0,&>0 与 ev > 0 成 立 . 
由 (1.1.6) ,我 们 有 


P( llog, (1) - logF(D1 > e)< Pa? D olz > 2) 


+ P(]ra(2)| > 2). (1.1.20) 


根据 Tchebyschev 与 Dharmadhikari-Jodgeo (D-J) 不 等 式 ( 见 
Raol64] ) ,得 到 


Pn E 9(Z,.8,32)| > 2) 
<2*(ne,)*E| Dezso |! 


< Clne,) nF" DYE | 962,830) | < conde,). 0.1.20) 


因此 (1.1.8),(1.1.21) 与 (1.1.20) 一 起 就 证 明了 (1.1.19). 
由 Taylor 公式 ,我 们 得 到 


Both < 三 
F,- F= F(logF, - logF) 


Fel lost -logF) a =s 
+ (log, ~ logF)*, 0 < 0 < 1.(1.1.22) 


由 (1.1.22),(1.1.6) 与 (1.1.7), 易 见 


PCL raat) > ea) < PS Ira > 5s) 
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+ pP (Fe) loef, C) ~ logF(t))? > °). 
(1.1.23) 
BP, 表示 (1.1.23) 右边 第 二 项 .由 (1.1.19) ,我 们 有 


P,< P (Fel -| (log, ~ logF}? > e,, | logf, - logF| <- logF) 
+ P( log, - logF | >- log F) 
a = 1 a = A 
< P(llogF, -logF| > €?) + P(|logF, — logF | >- logF) 


< C(ne,)2. (1.1.24) 
因此 ,联合 (1.1.23),(1.1.24) 与 (1.1.8) 再 注意 到 的 任意 性 , 即 
证 (1.1.9). 

为 简便 计 , 以 下 以 pg(z,6) 记 olz, d;t), rn 记 r,(z), 此 处 
i = 1,2,+,n 

引 理 1.1.2 ”在 定理 1.1.1 的 假设 下 对 任何 : > 0,& > 0 与 
sn > 0, 我 们 有 


By = DF(g(2,0) - n! Y) p(2,6)) + RC), 
而 


P(IR,(t)| >e) < Cnl- 和 5 (1.1.25) 
对 任何 1: >0,k > 0 Se, > 04 n 充分 大 时 成 立 ， 
证 明 :由 (1.1.7) 与 (1.1.2) ,得 
Ini = F + FQ(Z,,8;) + nra- (n — 1) rg, (1.1.26) 
其 中 x;z 是 基于 (21,61),…,(2Z, ,6,)| -|(Z,,6,)} MHS ry 
相应 的 量 . 
记 
HC9= a >t], 


at 
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r, = nry — (n — 1)r52. 
由 Singh 与 Liuf73] ,我 们 有 下 面 不 等 式 
[ri | < r + C(|BCDG0O - A(t) +l Aaa) - Aa). 








(1.1.27) 
因此 ,根据 引 理 1.1.1 与 D-J 不 等 式 可 得 
P(max |roil > en) 
sail S Ce， 
<P(Iral > $) (总 -Al > €) 
< ~ ~ Ce 
(-i) _ n 
+ P(A ñ | > Ss) 
< Clne,) + C(n3e,) "t + Cn((n 一 1)2e,) 2 < Cn!" er. 
(1.1.28) 


由 (1.1.3) 与 (1.1.26), 易 见 


Hy = a YF 9(2,,38,) -n Dg(2,8)) 
i=l i=l 
+2n DROZ) -nE oZ) Crni -n Y ra) 
i=l i=l i=l 


(i (1.1.29) 
i=1 i=l 

B Vno Viz 分 别 定义 (1.1.29) 右边 第 二 、 第 三 项 , 且 设 V, = Vi 

+ V2. 由 (1.1.17) 并 注意 到 p(xz,6) 是 有 界 随 机 变量 ,我 们 得 到 


P(| Val > 6)< P[|2 EFEZ, dra 3 
a= 





>$) 





255 工 y En 
+ P(|2 È Foza) Oy Tati > =) 
< 2P( max |r,2;| > Cen) 
I<i<n 
162 -a 
< Cne, +. (1.1.30) 


类 似 地 
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P(|V,2! > en) < P(n D ra; > en) 
i=l 


1<i<n 1 
P( max |ryo;| > €,2) 
Caie, t, (1.1.31) 
由 (1.1.30) (1.1.31) 对 任何 上 > 0,k >050< e, < 1,# 


A A 


P(| V,| > e) P(| Val > 2) + PU Val > 2) 


< cnt te, 
这 就 完成 了 引 理 1.1.2 的 证 明 . 
引 理 1.1.3 ”车 定理 1.1.1 的 条 件 满足 , 则 对 任何 : > O, 
k>0 与 0<e,<1 有 
P(\a%;- 07| >e) < Cn! 条. 
证 明 : 由 引 理 1.1.2, 易 见 
P(|62) -ol >e) 
<P(|n1)F%9%(z,.8,) - «| > ) 
ls oie ie És 
+ P((4>)Fe(z,.0.) > a P(IR,| > £). (1.1.32) 
注意 到 
Ep’(Z,6) = F 262 (1.1.33) 
( 见 Lo 与 Singh'*!!) , 且 应 用 证 明 (1.1.21) 的 方法 ,可 证 (1.1.32) 
右边 第 一 .第 二 项 分 别 不 超过 Clnte,)-* 与 C(ne, )- 和 .再 次 应 用 
(1.1.25), 引 理 得 证 . 
引 理 1.1.4 ”车 定理 1.1.1 的 条 件 满足 , 则 对 任何 : > 0, 有 
logF, — logF = U,o — Fn} + Ans 


且 对 任何 :1 > 0 
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Pa lAl > n-2(log n) 1) = o(n"2), 
其 中 
Uno = 228 >) Dhol Zis òi; 27,6;), 


了 
ho(Z, 5013 Z;,ó;) = go(Z1,01) + go(Z2,62) + Yo(Z1,013Z2,02), 
go(Z, ò) =- Aio(Z)9 - An(Z A t), 

Aw(s) = H-1(s)I[0 < s < :], 


Ans) = | Aaf, 
$0(Z1,8,5 22,02) = 7(2Z 00; Z,,0;,) + 7(22,62;21,01), 
9(Z1,615Z2,82) = B,(Z,,Z;)ó, + B,(Z, ,Z;) 
- E[B,(Z,,Z;)ói + B,(Z,,Z,)| Z,,ó,], 
Bils u) = H2(s)1[0< s< t,s < u], 
tAshu 2 
B,(s,u) =| HdHi. 
0 

证 明 : 见 Chang!!7) . 

注 :这 里 ho(Z1,61; 22,62),go(Z1,61) 与 golZ1,01;22,02) 
分 别 与 Changi”! 中 - A(Z,,813Z2,82), - g(Z1,01) 8 - WZ, 
61;22,6,) 相同 ,下 面 ,我 们 将 经 常 使 用 这 一 事实 . 

引 理 1.1.5 ”对 任何 随机 变量 X,Y ,存在 常数 a ,使 得 对 任何 
常数 a > 0, 有 

sup|P(X + Y < z) - K,(z)| 
= sup|P(X < z) - K,(z)| +aa + P(| Y| >a), 

其 中 K,(z) 如 定理 1.1.1 所 定义 . 

证 明 :证明 与 Chang 与 Raoll6] 中 引 理 2 的 证 明 相 似 .这 里 略 去 
其 细节 . 

记 

U, = n257X7A(Z,,8: Z;,8.), (1.1.34) 
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其 中 
h(Z;,6;3 Di0)= ho(Z,,ó;; Z;,ó;) 
= 22 (Zi òi) 9(2,6;) + p(z: òi) g? (Zj, ò) 
20% 





+ Prè) sb) + 9(Z;,8;) 9(2;,6,). 


引 理 1.1.6 Rol BU, 的 方差 , 若 定理 1.1.1 的 条 件 满足 ， 
M 3 n — + co 时 
sup|P(/ne;'U, < z) - Ko(z)| = o(n-2), 
其 中 


Koo(z)= Pla) - Gn ig(z)(z? - 1), 
心 =- 209° Hah, +>). 

证 明 :我 们 根据 Chang!!7) 的 思想 证 明 该 引 理 .显然 h(Z1,61; 
Zz,62) 关于 (2Z1,61)， (22,62) 对 称 ,i.e.,h(Zi,61; 2Z2,62) = 
h(2Zs,62;Z1,61). 根据 Ep(Z,,8,) = 0( 见 Lo 5 Wang!)), 

Eho(Z1,61; 2Z2,62) = 0 
( 见 Chang071), 且 注意 到 (Zi ,51) ,(Z2 ,52),…,(Z,，,6,) 独立 同 分 
布 , 于 是 我 们 得 到 
Eh(Z1,61; Z2,82) = 0. (1.1.35) 
BRU, 是 具有 对 称 核 h 的 二 阶 U 统计 量 . 设 
g(21,61) SE[h(Zi,01;22,6,)| 21,01]. 
由 (1.1.35) 与 (1.1.33) ,得 
g(Z,,ó,)= Elho(Z1,613Z2,62)1Z1,8;] 
_ 9(21,61)08 , (21,61) 
203 2 


= go(21,01). (1.1.36) 
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U, 能 表示 成 
U, = a? [a -D Ee) + D Dy(2,80.32;,5,)], 
其 中 
YZ1,01322,602) = h(Z1,015 Z2,02) — g(Z1,01) -5(Z2，92). 
(1.1.37) 
易 见 n? U, 55 BGZ! 中 (1.5) 有 相同 的 形式 .现在 为 证 引 理 1.1.6， 
只 须 证 
Kk3= og? | Eg3(21,61) 
+3E[g(Zi,601)g(Z22,62)9(21,61;22,62)]| (1.1.38) 
与 BGZL8] 中 条 件 (1.13) 与 (1.15) - (1.18) WE. 
首先 证 (1.1.38) 成 立 .由 (1.1.36) 与 Chang™ ,我 们 有 
Eg3(21,61) = Egi(Z1.1) = [aa + Bf. 
(1.1.39) 
H (1.1.37), (1.1.34) 与 (1.1.36) ,我 们 得 
El} g(Z,,0:)g(Z2,82)¢(Z1,615 Z2,¢2)} 
= {go(Z1,81) g0(Z2,82)[ $o( 215613 Z2+82) 
A 9 (Zi òi) (22,82) + p(Z1,ô1) p (Z2,82) 
203 


+ PAB) © Zarb) + 9(Z1,8;) (Z2,82)]1 


= Ego(Z1,61)go(Z2,602) $o( 215615322582) 


= 2E[ g0(Z1,01) (21,61) ]Ego(Z1,61) 9(Z1,61) 
203 


zi El go(Z1561) 9(Z1,8;) JEgo(Z,,61) 








- Ete 2a.909(2801| 
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二 (1.1.40) 
由 引 理 1.1.4 FEES Chang 中 (6) 的 证 明 ,我 们 有 
En =~ añ. (1.1.41) 
由 引 理 1.1.1 与 引 理 1.1.4 中 对 P(Z,5) 与 go(2Z,6) 的 定义 , 易 见 
go(21,01) = 9(Z,,6,). (1.1.42) 
因此 由 (1.1.42), (1.1.39) 及 Eg’? = of Ep = 0 (M, Lo 与 
Singh!) 这 两 个 结果 ,我 们 有 


Ego(Z1+81)9*(Z1.81) = Egi(Zi.81) = | Hai, + 34, 


(1.1.43) 
Ego(Z1,61)9(Z1,61) = Eg?(Z,,8,) = o. (1.1.44) 
使 用 (1.1.43) 与 (1.1.44) 及 Ep(Z,,8,) = 0 这 一 结果 , 即 得 
Ex, = J Bak, + Za ~ of, (1.1.45) 
WA (1.1.40), (1.1.41) 与 (1.1.45) ,我 们 得 到 
E} g(Z,,6:)g(Z2,82) $(Z1,813 Z2,02)t ` 
=- (fa safi, + 220). (1.1.46) 


因此 由 (1.1.39),(1.1.46) 与 引 理 中 对 xs 的 定义 即 证 得 (1.1.38). 
下 面 我 们 将 证 明 BGZ!8] 中 条 件 (1.13) 与 (1.15) - (1.18) 在 
此 成 立 . 
注意 到 (Z ,0); Z2, 82) 能 表示 成 
$(Z1 815 22482) = $o(Z1,015 Z2,82) 
_ 9 (Zi1,61)9(22,602) + 9(Z1,601) p? (Z2,82) 
203 
2(C2Z ,91) g(Z2, 82) 





+ (Z,,6;) p(Z2,82),(1.1.47) 


由 Chang! 7] 的 结果 Elyo(Zi,61; 2Z2,62|"<+%,r>0 及 g(Z， 
6) 的 有 界 性 ,容易 得 到 
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Ely(Z1,601; Z2,82)|" <+ ©, (1.1.48) 
对 任何 ~ > 0 成立. 
由 (1.1.36),(1.1.42) 及 p(z,6) 的 有 界 性 知 ,存在 M >0 使 
得 
I{|g(Z,6)| > M] = 0, (1.1.49) 
因此 ,BGZ 中 的 条 件 (1.13) 与 (1.15) - (1.17) 满足 . 
注意 到 这 里 的 — g (Z , 6) 即 为 Chang07] 中 的 g(Z ,3), 因 而 由 
Chang!!7) 对 BGZ'®) 条 件 (1.18) 的 验证 结果 即 知 该 条 件 在 此 亦 满 
足 . 
引 理 1.1.7 ”在 引 理 1.1.6 的 假定 下 , 当 ”充分 大 时 ,我们 有 
sup |P(Vn09'U, < z) - Kyo(x)| = o(n"2), 
证 明 : 利 用 引 理 1.1.5,1.1.6, 并 套用 Chang!!”) 中 引 理 3 的 证 明 即 
可 证 引 理 1.1.7. 
引 理 1.1.8 ”在 引 理 1.1.6 的 假定 下 , 当 n 充分 大 时 ,我 们 有 
suplP(Vno U, - An“? < z) - K,(z)| = o(n 2), 
其 中 OK, (x) 如 定理 1.1.1 所 定义 ， 
A= Jo (| an, * 70). 
证 明 : 由 引 理 1.1.6 与 Taylor 公式 ,我 们 有 
sup|P(V nao! U, ~ An < z) - K,(=)| 


= sup|P(V noo 1 U, < z + An 2) - K,(x)| 
< sup|P(/ nog! U, < x) - Kyo(x)| 


+ sup|K,9(x + Am- 二) - K,(x)| 





= sup K,o(z) + [ {eK .o(2) ]An 2 K,(=z)] + o(n7?) 


= o(n-3). 
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于 是 引 理 1.1.8 得 证 . 
定理 1.1.1 的 证 明 :下 面 我 们 固定 t 使 得 : > 0. 令 Q(z) = 
1 











Teg 7 - 2) M 
Jna (F, - F) 
= Vno(F, - i - =" + a( 守 -<)] 
= Jno- (F, _ F)(1 _ Ow z) 
o 
+ no (FP, - F)q(=*) 
o 
Rin + Ran- (1.1.50) 
易 见 
P(|R;,| > (nlog n)~2) 
< P(| /na (Ë, - F| > log?n) 
+ P(| cu )| > norin) 
Š Ran + Ran- (1.1.51) 
记 
¥,(z) = @(z) - n 28(z)(z2 = 1), 
其 中 
k=- co 人 (- J Bah, + 230)+ 300. 
容易 看 到 


Rx <|P no (F, - F) > logzn) - (1 - ¥,(login)) | 


+| P(Vno (F, - F) <- login) 一 更 ,(- log? n) | 
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+|1- ¥,(log?n)| +1¥,(— log?m)|. (1.1.52) 
根据 Chang!” 中 引 理 3 及 Chow 45 Teicher!) 中 Pis 引 理 3, 可 得 
Ran < C(nlog n) 2. (1.1.53) 


应 用 不 等 式 | Q(z)| < 2z?,|z| < 十 ,我们 有 
ee 51 r 
rans phalène] > chas | È= <) 
+P(| =] > E)E Ro + Rx: (1.1.54) 
由 引 理 1.1.3, 我 们 有 


lē; -o| 
R22 < PÍ 


2) 
aloy +a)” 2 
1 


SP -ol > 50?) S Cnt, (1.1.55) 


对 任何 & > 0 成立. 
再 次 使 用 引 理 1.1.3, 类 似 地 我 们 有 
22 ¿ 2 z 
< P(|22, -| > zgr teen) 
kË k 
< Cn' login, (1.1.56) 


因此 ,由 (1.1.51), (1.1.53), (1.1.54), (1.1.56) 49 (1.1.55), Bl 
得 
P(|R,,| > (nlog n) 2) < C((nlog n)? + ni-$log$n ). 
(1.1.57) 
由 Taylor 公式 ,我 们 有 


a 
7 y = FY2 
Rin= Jno | QogF, — logF) + Cog. loaF)- 
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or(og -logF) A 2 Bing 
e = 3 _ În 
+ lof, - log) Jt g ) 





< z 
(logF, — kee") 
+ 


_ -iF 会 oPh ws 
= F| (logF, logF) (1 _ ) 2 


" V nF (64 一 a)(logF, — logF )2 





20? 
_ a8 (log, -logF) £ 
+Vno'F (log 人 一 logF )°(1 ~ s=) 
= Riin + Ri, + Risn. (1.1.58) 


利用 Chang! 中 定理 2 并 使 用 证 (1.1.53) 同样 的 方法 可 证 
P(Vno-!F | (logF y — logF)| > log? n) < C(nlog n) 3. 
(1.1.59) 
因此 
P(|Ri2,| > (alog n)2) 


Moy — 2) (logF , — logF) | 
2o 





< P [ > n" Hosa] 


+ P(| Jno'F (logF, - logF)| > log? n) 





| (64, — o?) (logF, ~ logF) | 


< P( 2a(o,y + G) 


pe a ee 1 
> n 2log nôs > +e) 
+ Ply < Èo) + C(nlog n)"2 


= Rian + Riz, + C(nlog n). (1.1.60) 
类 似 于 证 (1.1.55) ,可 证 
Ring < Cn! 2. (1.1.61) 
由 (1.1.19) 与 引 理 1.1.3, 我 们 有 
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Riia < P(| (g), - 07)(logB, - logF | > 302n2log'n) 
入 P(Io - a2| > an log 2 n) 
+ P( |logF, —logF | > on~tlog-in) 


< Cn! Hogi n. (1.1.62) 
FA (1.1.60), (1.1.61) 与 (1.1.62) 一 起 就 证 明了 


P(| Rin] > (nlog n) "2)< C(n™flogt x + (nlog n)-). 
(1.1.63) 
WA RNA 


P(|Riay| > (nlog n) 2) 


| log?» -togF | 本 < 
< tar eae Vie!F | (logF, - logF )3 
.1 _ ov-o sl 

(1 一 )| > (nlog n) z) 


o 





< P(liogf, - logF | <1, | < | <4. 


llog, ~ log |? > 42 ntog n)) 
+ P( log, - logF | >) +P [| we| > 二 | 
É Rua + Rizza + Riaza- (1.1.64) 
由 (1.1.19) ,得 
< = 1 kok 
Risin < P( | logF,, — logF | > (nlog n)-3) < Cn $log3n. 


(1.1.65) 
类 似 地 


Rison < Cn 2. (1.1.66) 
因此 ,综合 (1.1.64) - (1.1.66) 与 (1.1.55) , 即 得 
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a k ok 1È 
P(|Ri3,| > (nlog n) 2) < C(n slog3n + n! 2). 
(1.1.67) 





我 们 有 
Riin = Vno! F| (log F, — logF) 





_ 会 _， 去 \2 
- (log F, ~ logF) iu- o plek sP). 





a Pe eee ae 22, — 
+ Jno 'F (log F,- ce 2 (= 2\ 
= Rin + Rin- (1.1.68) 
(8 FAYE (1.1.57), (1.1.63) 的 方法 ,类似 可 证 
P(|Rux,| > (nlog n) 2) < Cn! login + (nlog n)`2), 
i (1.1.69) 
而 由 引 理 1.1.4 与 引 理 1.1.1, 我 们 有 
Ria = Vno Fin? >) Dhol Zi, òi; 2;,6;) 
i<j 





== T bn"! + Ain- (n "1 D e(Z,,8,) +r, 
i=1 


+ FD) Z,a) + ra] 
= Vnoo! [n 257 D holZ, ð; 2,,0,) 





a oT _ 
一 (2 E z 


a25 D 9(Z;.8:)9(Z).8)) - Loon =] 


i=1 j= 
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ay = o? 
+ noo Ain 一 V noo! Tal oF ane Teme 
n =i 2 
+ V norn Feza) + Vaaraa 
2 RID, + RY, + RD, + Rf. + RM,. (1.1.70) 


由 引 理 1.1.4, 我 们 有 
P(|R@,| > (nlog x)-$) = o(n 2). (1.1.71) 
使 用 引 理 1.1.1 与 1.1.3, 我 们 得 到 
P(|RD,| > (nlog n)”2) 
< P(|ra| > Cn (log n) 2) + P(| ë), -ol > Cnt) 


< C(n “hogi + n1-4). (1.1.72) 
类 似 地 ,由 引 理 1.1.1 与 (1.1.21) ,我 们 有 


P(|RiN, | > (nlog n) 2) 
< P(| ral > Cn-#log-#n) + P(|n! 3) 9p(2,,6)| > Cn-4) 
isl 


< Cn“Flogin, (1.1.73) 
且 


P(| RG), > (nlog n)”2) 


< P(|r. | > Cn-2log-tn) < Cr- 和 os 人. (1.1.74) 
根据 引 理 1.1. 2, 有 


(nS) 9(Z,.8)) G - 2) 
x nP S (92,8) - Seza) JÈ oza 


Raa p(Z a) - an Y 9(Z,.3;) 
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= n FPD D [p (2;,0;)9(2,6) + 0(Z,,8,)@2(Z;,8;) 


- (p(Z;,8;) + (Z;8;))o5]+ n 22 93(Z,,8,) 


2 
a 
三 之 2 (90(Z,,8) + 9(Z;,8;)) 
- F2(n 3) 9(Z;.8;))? + Ryan Dola). (1.1.75) 
i=l i=l 
因此 由 (1.1.70) 与 (1.1.35) 中 分 别 对 RIV, 与 U, 的 定义 ,我 们 有 


1 
RM}, = Y noq! U, — Tn os E02(Z,,8)) 


- Qon dD E (9(Z,.8;) ~ Ep(Z,8,)) 
+ (20n?) 91 9 Z,,8)) + Va Qo D (n 1 31e(Z,,a)) 
- Sn (2Foi)"' Ryn!) 9 Z;.8,) 

izi 


+ nio) S ( 93(Z;,8;) = Eg5(z;,8;)) 
i=l 
= Snog! U, + ein + ern + ezn + esn + esn + esn. (1.1.76) 
而 使 用 Tchebychev 不 等 式 ,我 们 得 到 
P(|le | > C(nlog n)"2) 
< Cn log nE[ X (@2(Z,,8,) = Ep'(Z,.8;)) Ë 
i=l 


< Cn llog n. (1.1.77) 
类 似 地 
P(les | > C(nlog n) 2) < Cn log n, (1.1.78) 


<c 
P(|ees| > C(nlog n) 2) < Cn og n. (1.1.79) 
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由 (1.1.71) ,我 们 得 
P(|ea | > C(nlog n) 2) 


< P(|n 2 op(2,8)|> Ca 3(g ndt) 


< Cn`Šlog n. (1.1.80) 
容易 看 见 
P(|es,| > C(nlog n) 2) 


< P( | n yp(Z 86) | > Cn 3 (log n) 2) 
izi 


+ P(|R,| > Cn`3). (1.1.81) 
注意 到 pg(2;,6,),1 < ; < n 是 有 界 独立 同 分 布 随 机 变量 且 
Ep(21,61) = 0. 因 此 ,由 Rao 人 4 中 命题 1.14.16 知 ,对 任何 & > 0， 
有 


P(|n E 9(Z,.8,)| > Cn-F (log n)?) 


<Cn*Ln Flog n) 2] 1-2 < Ca 55 (log n) 2 G(1.1.82) 

于 是 (1.1.81),(1.1.82) 与 (1.1.25) 一 起 就 证 明了 
P(|es,| > C(nlog nyi< C (n (log DE + n-€), 
(1.1.83) 
SRE (1.1.42), (1.1.39), (1.1.57), (1.1.58), (1.1.63), (1.1.67) - 
(1.1.74), (1.1.76) - (1.1.80) (1.1.83) HERB) k 是 任意 常 
RRNA 
Vana (F, -F)= VY na U, 一 Ant + E,, 
A 
P(|E,| > C(nlog n) 2) = o(n-2), 

其 中 A 如 引 理 1.1.8 所 定义 .由 引 理 1.1.8 与 1.1.5, 定 理 1.1.1 得 
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iE. 
定理 1.1.2 的 证 明 : 注 意 应 用 分 部 积分 ,我 们 有 


lod, — oil 





= | zañ 2 [nah 


= ||. a? ~H~)dft,, 





+ | [Aaa - B) 
S2H,?(t)H P) sup IH,(s) — H(s)| 
+2H °?) sup lns) - F(s) 


+AU) sup lA (s) - ÀG) 0. (1.1.84) 
类 似 可 证 
Ksa —> Ka. 
由 此 可 得 
sup|K; (£) - K,(z)| = o(n 2), a.s. (1.1.85) 


于 是 由 定理 1.1.1 与 (1.1.85) , 即 证 定理 1.1.2. 


$1.2 KP ARB BHAA RAR IR AS it OE 


1.2.1 记号 与 主要 结果 


设 X 是 表示 寿命 或 类 似 寿命 的 随机 变量 , 且 有 分 布 函数 下 , 设 
T 5 Y 是 表示 左 截断 与 右 删 失 随 机 变量 且 分 别 具 有 分 布 函 数 G 与 
L. 本 节 假 定 F,G 5 L 是 连续 分 布 函 数 且 X 独立 于 (T,Y) AT 
与 Y 可 能 相依 . 在 随机 左 截断 右 删 失 模型 中 ,我们 仅 能 在 工 入 Z 
时 观察 到 (Z,T,5), 其 中 Z = min(X,Y),8 = I[X < Y] ,I[:] 
表示 某 事件 的 示 性 函数 . 设 v = P(T < Z) > 0,W 定义 为 Z 的 分 
布 函 数 ,显然 ,1 -W= (1- F)(1—- L). 设 (Z;,T;,6;),i = 1,2, 
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.…,n 是 个 独立 同 分 布 来 自 (Z, 了 ,8) 的 样本 观察 ( 即 T, < Zi 
= 1,2,-" m). 
设 
C,(z) = n PT, < = < z), 


基于 上 面 左 截断 右 删 失 观察 ,Tsai,Jewell 与 Wang[79] 定 义 了 下 的 乘 
积 限 估计 (PLE) 记 ,如 下 : 
1-F,(x) = J] A - [nC,(Z)] 2. (1.2.1) 
z< 


正如 Gijbels 与 Wang!37) Br 3Ë th, 当 左 截断 不 发 生 时 F, 就 变 成 如 
$1.1 所 述 的 KM 估计 , 当 没有 右 删 失 ( 即 Y = co) 时 ,上 ,就 是 
Lynden-Belll53] 的 PL 估计 .关于 KM 估计 的 研究 已 相当 多 ( 见 引言 
PH BLUR), 而 对 Lynden-Bell PL 估计 的 一 些 研 究 结果 可 见 
Woodroof'*”) , Wang, Jewell 与 Tsail83] 与 Chao 与 Lo09]. 对 任何 分 布 
函数 开 , 定 义 ak = inflt:K() >0) 与 bk = inflz: K(z) = 1}, 
且 为 简便 计 ,我 们 约定 a 可 表示 任何 所 需 的 绝对 常数 ,a, 可 表示 任 
何 可 能 与 x 有 关 的 常数 , 既 使 在 同一 式 中 出 现 a( 或 a.) 均 可 表示 不 
同 . 
本 节 假 定 0 过 ac S aw,bç < bw < ° „HE 
Wily) = P(Z < y,ó = 1|T < 2), 


Win(y) = a SIZ < y,ë, = 1], 
izi 


C(z) = P(T < z < Z|IT < Z), 
z dW,(u) 


B,(z) = o Clu) sk = 1.2,°° 

ot = f(z), o = (1 - F)2a2, 
_ (7 dF(u) 

A(z) = o1-F(u)’ 


其 中 A(z) 定义 为 下 的 累积 失效 率 函 数 . 由 Gijbels 与 Wang!” , 
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A(z) 能 表示 成 


_ fs dWi(u) 
AG], CG) ' 


因此 A(z) 的 一 个 自然 估计 为 





_ {7 dWin(u) 
An(2) = o C,(u) ` 


其 中 C,(z) 如 前 所 定义 ,是 C(z) 的 经 验 估计 . 设 U) = (1 - 
F(z))U,,5 


U, = AC, Ti 00), ZT,6)), 
i<j 





X i j = 1,2,…,n， 
h((Z,T,,8),(Z;, T,,8;)) 
= t(Z,,8,, Ti) + t(Z,,8,, T) 
_ (Zi Bis T) t(Z,,8,, T.) + ECZ ròp T E(Zi Bis T.) 
2 





+ ACZ, Tið) (Z, T;,,8)) + AUZ, T 18) (Zi Ti 8;))> 
6(Z;,0;,T;) = t (Z;)ó, + C2 Ti, Zi), 
t (Z,) = C-1(Z;)I[Z, < z], 
850T20 =- | CPGT, < u < zJawG), 
PUZa Tard), (Zi T,,8))) 
= WUZ Z)(TisT))8 + pll Zi Z), (Ti T) 
- El gi((Z;,Z;),(1;,7)))8; + p( (Z: Z), 
(To TDI Ti, Zi 8 1, HZZ), (Ta T;)) 
=- C2X(Z;)1[Z, < =]I[T, < Z, < Z), (ZZ), (T; T;)) 


= [ewr <u < ZlILT; < u < Z;]dW,(u), 


且 定义 Q(z) = 了 二 = - (1 - z), 于 是 有 下 面 的 


1+ 
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定理 1.2.1 设 G,F 5 L AERA ARKH as < -aw, 则 对 
任何 aw < z < bw, 有 


$ 
F,(z)- F(z) = U) + > Ras 
其 中 
Rh = (1- FG) 5276028, T), 


Ra = (1- PG) A DOUZ Tisd), (Zi Tið), 
i=l 


z (C,(u) - C(u))2 





Rs = (1- F(z))), Cu) d(W,,(u) - Wy(u)), 
ae et z Clu) - C,(u) ,Cr(u) - Cu) 
R, = (1 FC), (dM), 


Rs, =- (1- F(z))(log(1- F,(z)) + Au(z))， 
Ren =- (1- F(z) D (28,7), 
Ry, =- (1- FG) HEZ, TI re, 


Rg, =- (1- F(2)) $73, 
(log(1 - F,(z)) + A(z))? 
6 





Ry, =- (1 — F(z)) 
A eSllog(1-F,(2))+A(2)) ， 0<0<1, 
E R;,,Rs, 中 的 x 如 下 面 引 理 1.2.1 中 所 定义 . 

由 上 面 表 示 定 理 及 U 统计 量 的 Berry-Essen 不 等 式 , 通 过 证 明 
aR, (i = 1,2,…,9) 的 尾 概率 不 超过 a, nt 可 证 下 面 定理 ,其 中 
a, 是 待定 的 可 能 与 < 有 关 的 常数 ， 

定理 1.2.2 设 G,F 5 L 是 连续 的 分 布 函 数 且 ac < aw, 则 
对 任何 取 定 的 aw < z < bw, A 
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sup|P(Vna (F, (z) — F(z))< z) - G(x)| 


< aaj’ Bulz)n?, 

其 中 o 是 标准 正 态 分 布 函数 ,c,ci,8lu4(z) 如 前 所 定义 . 

由 Gijbels 与 Wang'37 的 定理 1(c) 可 证 

定理 1.2.3,， 设 G,F 与 L 是 连续 分 布 函数 ,ac < aw, 则 对 任 
fil aw < z < by K r > 1,88 

E|F,(z) - F(z) |" 
KPII- F(z))'C"(aw)n 3 + O(n"), 

定理 1.2.4 设 G,F 与 L 是 连续 分 布 函 数 ,ac < aw, 则 对 

任何 aw < z < bw, 有 


= n(E,(z) - F(z)) _ 
lim — ag ay? N20. Bes 


代替 使 用 Gijbels 与 Wang!” 中 的 定理 1(c) ,本 节 定 理 1.2.1 
也 能 用 于 证 明定 理 1.2.3 与 定理 1.2.4. 
1.2.2 ”定理 的 证 明 

引 理 1.2.1 ”车 G,F 与 BERD ARMA ag < aw, WX 
任何 aw < z < bw, 有 

G) = log = F,(2)) + AG) = ED E26, T) + ras 


且 
Plnlr,| > z) 


" 12 2 
<2ne "+ Kle + (z/5) 2" + e0? + eàr + emàn], 


其 中 KK ,4 均 表 示 绝 对 常数 . 
(ii) F(z) - F(z) = 1~ F(2)) ED EZAT) + Reo 





$ 1.2 基于 左 截断 右 贿 失 数据 乘积 限 估计 的 一 些 逼 近 定理 35 





R,(z) = O(n llog n), a.s., 
E|\R,(z)|" = O(n~"), 
对 任何 r > 0 成 立 . 
证 明 : 注 意 到 
— (log(1 - F,(z)) + A(z)) 
= A,(z) — A(z) - (log(1 — F,(z)) + A,(z)). 
综合 上 式 与 Gijbels 与 Wang[|37) 中 的 (3.9), (3.10), (3.2),(1.7)， 
(1.8) 及 其 中 的 引 理 2 - 引 理 4, 引 理 1.2.1(i) 即 得 证 . 而 引 理 
1.2.1(ii) 正 是 Gijbels 与 Wang”) 中 的 定理 1(c) .于 是 完成 了 引 理 
1.2.1 的 证 明 . 
定理 1.2.1 的 证 明 : 应 用 三 项 Taylor 公式 及 引 理 1.2.1(i) ,我 
们 有 
F,(z) - F(z) =- (elog(1- 记 (=)) — elos(1-F(z)) ) 
=- (1 - F(z))[log(1 - F,(z)) + A(z)] 


_ 2 
~~ Fo) See Puls) + A(z) 


= (1 — F(z)) 





(log(1 — F,(z)) + A(z)? 
6 


«eBlog 1 F,(2))+A(2)) 0<0<1 
= (1- F(z))(A,(z) — A(z)) 
— (1 - F(z))(log(1 — F,(z)) + A,(z)) - (1 - F(z)) 
1 €(Z,,6;,T:) £(Z;,5;, Tj) + t(Z;,8,, Tj) ECZ, ôi, T,) 
> 2 





1 ë 
-(1- FD TA PZ e Ti) 
~~ F(z) ZD Za T) - HEO 2 


(t= FO) (og(1 — Fy (z)) + A(z))3 x et 080E, +A) 
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= (1- F(z))(A,(z) - A(z)) - (1 - F(z)) 
(ZL di, Ti) EZ; òp T.) + EZ T.) E Zidi Ts) 
aD 2 





ney 








+ Rs, + Ron + Ron + Rs, + Rons (1.2.2) 
其 中 Rs, ,…, Ro, 如 定理 1.2.1 所 定义 . 
下 面 我 们 考虑 
A,(z) 一 A(z) 
I[Z: < zx,6=1] (= 4W,(u) 
= > nC, (Z;) ° C(u) 
n I[Z;< z,3, = 1] _ f: dW,(u) 
=+% nC(Z,) a Clay? (1-2-3) 
其 中 


n I[Z; < 2,6; = 1](C(Z;) - C, (Z), 
= C,(Z,)C(Z,) 
B Q(x) 如 节 1.2.1 中 所 定义 , 则 

si LS I[Z, < z,6; = 1](C(Z,) - C,(Z,)) 


hea 





n 























C2(Z,) 
1 IZ: < =,8, = 1](C(Z,) - C,(Z,)) 
-, 5 C(Z,) 
¿1 ILZ; < z,6, = 1)(C(Z,) - C,(Z:)) _ / C,(Z,) - C(Z;) 
P CZ) Ql( CZ) ) 
£0, + L, + Izn- (1.2.4) 
易 见 
IZ; < z,6; = WIT < Z, < Z] 
L,=- ras C2(Z,) 
I[Z, < z,ò = WIT < Z, < Z] 
-e| CUZ) [T28]. 


(1.2.5) 
QE: 在 左 截断 右 删 失 模型 中 随机 观察 函数 的 期 望 是 关于 过 Z 
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的 条 件 下 联合 条 件 分 布 函数 而 求 的 , 即 对 任何 使 得 Elp(T,2))| 
< m 的 8(….), 有 Ep(T,Z) = [] o(e,ydP(T<t,2<yIT 
<2).) 














容易 验证 
me 2 
Inq = [COO aw cu) 
= (C,(u) - Clu)? 
5 Sa wi) = W.(u)) 
“Ine + TFG)’ (1.2.6) 
其 中 Rs, s: 2.1 所 定义 .注意 到 
I[T, < u < Z,] 
1D n a amt) 
= 1 ILT; < u < Z,]I[ T, < u < Z] 
_ Lsalf Clu) s 
+ dWi(u)| TaZ], (1.2.7) 
因此 
(LT, < u < z] - Clu)? 
Izin = Í = Clu) dWi(u) 
isiy IT; < u < Z,]I[ T, < u < Z, 
- 2 >| - ansu ilaw, (u) 
IT. < u < ZJI[T, < ú < Z] 
-elf Seay amin | 1.2.8] 
ior I[ T, < ú < Z, dW 
-5f daw) + s (1.2.8) 
易 见 


-Ra 
Dr = TF (1.2.9) 
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其 中 R,, 如 定理 1.2.1 所 定义 . 
综合 (1.2.3) - (1.2.6),(1.2.8) 及 (1.2.9), 可 得 
1 IZ: < z,6; = 1] 
A.(z)— A(z) = ree Cz, 
ap I[T, < ú < Z.) 
I ou) C(u) 
1 I[Z, < z,6; = 1]1[ T, < Z, < Z] 
PP ae CXZ,) - 
z I[ T, < u < Z,JILT, < u < Z;] 
+ Clu) AW Cu) 
_ IIZ < z, = IIIT; < Z, < Z] 
-e| Gz |T, Z,a] 
= ILT; < u < Zi JILT; < u < Z;] 
mall CUT Haw |T.,2.,8, | 
R3n Ran 
*T-F(@) *T- FG): (1.2.10) 
易 见 
A,(z) - A(z) 


dW,(u) 




















= RDZA T) + 62.8.7) 


+ @((Z;,T,,8,),(Z,,T,,8,)) + AUZ, T,,8,),(Z,, T, ,8,))) 
el ee) +I SE tr Fo H T (1.2.11) 
其 中 Rins Ro, 也 如 定理 1.2.1 所 定义 , 易 见 (1.2.2) 与 (1.2.11) 一 
起 证 明了 定理 1.2.1. 
引 理 1.2.2 ”对 任何 随机 变量 6, 7 与 实 常数 a > 0, 有 
supl P(E + 2 < z) - @(z)| 





< sup|P( < x) - @(=)| +t POE >a). 


me a RAF FTR 


Deary ase aragon 


ktat 


asrar rr rs. 


oe NT 


eee 
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引 理 1.2.3 ”在 定理 1.2.2 的 条 件 下 ,存在 一 个 正 的 绝对 常 
数 ,使 得 对 任何 取 定 的 aw < z < bw, 
sup |P(/na Ut < z) - B(x)! < aoj Byy(z)n~ 2 
其 中 pulz) 如 1.2.1 节 所 定义 . 
证 明 : 注 意 到 
Vno U™ = Vnosi Un, 
因此 ,我 们 仅 需 证 明 U, 有 引 理 1.2.3 的 结果 . 








既然 
E5(Z ô, Tı) = 0, Eyp((Z,,T,,8;),(Z2,T2,62)) = 0, 
(1.2.12) 
U, 是 为 2 阶 且 具 有 对 称 核 的 U 统计 量 , 且 Eh = 0. 
直接 计算 得 到 
= dW,(u) 
E (Z, ð, Tı) = ñ Clu) = oi. (1.2.13) 
由 C, 不 等 式 ,我 们 有 
E|é((Z,,T,,ó,),(Z,,T;,0,)) |? 
<4 [Elgi ((Z1,Z2),(T1, Ts))ë, |2 
+ Elp((Z1, Z2), (Ti, T2)) °}, (1.2.14) 
其 中 
Elpi((Z,,22).(T1,T2)) 8; [3 
I[Z1 < =]I[ T; < Z, < Z,]ë, 
e| C%(Z,) [zia] 
I[Z <z, =1 
= [PAS = ae), (1.2.15) 
A 


Elex ((Z,,Z,),(T,, T>)) |? 


eff: I[ T, < ú < Z)]I[ T, < u < Z,] 
0 C3(u) 





am| 
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dWi(u) 





<f E([ T, < u < Z JI[ T, < u < Z,]) 
Slo C’ (u) 
= B(z). (1.2.16) 
由 (1.2.14) - (1.2.16), 得 
El|é((Z,,T,,ó,),(Z,,T,,0,)) (3 < 80,(z). (1.2.17) 
直接 计算 ,得 
E\(Z,,8,,T1)|° 
= E{t(Z)6 + 3E4 SZ) | &(T1,2Z1) 181! 
+ 3E0,(Z,)163(T,,Z,) | + E19(T1,2,) | 
< Balz) + 383(z) + 3B,(z) 83 + B < 88,(z) (1.2.18) 
因此 ,(1.2.17) 与 (1.2.18) 一 起 证 明了 
下 IPA((Z T1181) (22, T2+82)) |? < 465B14(z). 
(1.2.19) 
易 见 
hi(Zi, Tis) SE ELh((Z1, Tisi), (Z2, T2582) 1 Z15T1581)] 
= €(Z,,T1,61), 
因此 
r £Varh,(Z,,T1,6;) = 03. (1.2.20) 
由 Callaert 与 Janssen!) ,存在 正 的 绝对 常数 , 1814 


2n Sa, š 
1⁄2 <= 


= e(z)| <aE|h|3(4r)-3n2, 





n-1 
2t 
由 此 及 (1.2.19) 与 (1.2.20) ,得 


sup |P( ty nai U, < z)- alz) | < aoi Bulz) n è. 
(1.2.21) 








sup|P 





n 


注意 到 





IU, = ViUv+ LVFU (1.2.22) 
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由 Tchebychev 不 等 式 和 U 统计 量 的 方差 公式 ( 见 Serfling!70 ) ,我 
们 有 


p (2 =+ VnU, > aoj 3814(z)m :)< a gE prU 





OC I Alt eee es 
(3) (3) 


<a, S aoj Ba (z)n" 2. (1.2.23) 
根据 引 理 1.2.2 与 (1.2.21) - (1.2.23) ,得 
|P(VncilU < z) - O(x)| < aaj? Byy(z)n™ 3, 
(1.2.24) 

这 就 证 明了 引 理 1.2.3. 

为 使 用 定理 1.2.1, 引 理 1.2.2、1.2.3 证 明定 理 1.2.2, 剩 下 需 
证 明 

引 理 1.2.4 ”在 定理 1.2.2 的 条 件 下 ,对 任何 aw < z < by, 


我 们 有 
P(/no!|R;,| > asi) B (z)n 2) < aoi3p (z)n "2, 
其 中 i = 1,2,…,9. 


我 们 将 在 1.2.3 中 证 明 引 理 1.2.4. 
定理 1.2.2 的 证 明 : 设 


R,(z) = > Ra- (1.2.25) 
由 引 理 1.2.4, 得 
P(Vno!|R,(z)| > asi Ba (z)n 2) 


9 
< SD P(/na l| R,,| > asi’ Bu (z)n 2) 
i=1 


< asa (z)n "2. (1.2.26) 
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综合 定理 1.2.1,(1.2.25),(1.2.26) 且 利 用 引 理 1.2.2 5 1.2.3, 
定理 1.2.2 即 得 证 . 
定理 1.2.3 的 证 明 : 由 引 理 1.2.1(ii) ,Tchebychev 不 等 式 与 
Dharmadhikari-Jogdeo(D-J) 不 等 式 ( 见 Rao!) ,对 任何 r > 1, 有 
E|F,(z2) - F(z)|” 


<HA- F(a) ELEY} (2,8, T) + EIR") 


<2”!(1- F(z) mn PE E(Z,,81,T1) |" + O(n"), 
(1.2.27) 





= dW(u) f awaa) 
o C(u) o Cu) 
< 2'C (aw) < œ. (1.2.28) 
综合 (1.2.27) 与 (1.2.28) ,得 
E|F,(z) - F(z)|" 


< 22r-1(1 - F(z))'C'"'(aw)n 2 + O(n"), 
于 是 定理 1.2.3 得 证 . 
定理 1.2.4 的 证 明 : 既然 Er = 0,E8 = l< C 2(ay) < œ, 
于 是 由 独立 同 分 布 随机 变量 和 的 重 对 数 律 及 引 理 1.2.1(ii) ,我 们 
得 


EIZ a TD) |< 2 


—n(F,(z) — F(z)) 
tim. A 


V loglog n 
Van ECZ è: T.)) 
= (1- F(z)) lim ——- 
( (z)) im Wa 
i o. 
" V loglog n 


这 就 证 明了 定理 1.2.4. 





$1.2 基于 左 截断 右 删 失 数据 乘积 限 估计 的 一 些 逼近 定理 43 





1.2.3 引 理 1.2.4 的 证 了 明 


由 Tchebychev 不 等 式 ,我 们 有 
P(Vna l| Ri,| > aspa (z)n"2) 
< m°n 4 nEC(Z, 1, T1) S aspa (z)n 2 ,(1.2.29) 
这 就 证 明了 i = 1 的 情形 . 
注意 到 
E|¢((Z;,7;,8;),(Z;,7;,8;)) | 
<| Eg. ((Z,,21),(T1,T1)) 8s] + | E2((Z,,2,),(T1,T))| 
+ | Egy ((Z,,Z2),(T1,T2))8;| +|Eg,((Z,,Z,),(T,, Ts))| 
<|EC?(Z,)1[Z, < z,6; = 1]| 
+LES COGIT: < u < zJaw,Go! 
+|EC?(Z,)I[Z, < =]I[ T, < Z, < Z,]ë, | 
+E COGIT, < u < AIT, < u <ZJ4w,()| 
< 431 
及 
E|¢((Z;,8;,T;),(Z;,T;,8;)) 
S 2 EY, ((Z1,2Z;),(T1,71)) 81)? + 2(Eg,((Z,,Z,),(T,, T,)))2 
<4Bs(z), (1.2.30) 
由 (1.2.30) ,得 
P(V7o-i|Ras| > asi2Ba(z)n"2) 


< Phan 十 | YUZ, Tidi) (Zi Ti 83) 


- ECZ; T,,8,),(Z,, T, ,8,))| > an 2) 
San Ely((Z1, T11), (Zi, Ti ,0,)) |? 
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< aoj? pulz)n?. (1.2.31) 
这 证 明了 i = 2 的 情形 . 
类 似 地 ,我们 能 证 i = 6 的 情形 , 即 
P(Vno-! |Re,l > aa; >Bi4(Z)n 十) < aoj By4(z)n72. 


(1.2.32) 

为 证 i = 3 的 情形 ,首先 让 我 们 作 下 面 变换 
- 人 着 市 二 | (1.2.33) 

© # 6; = 0. 


易 见 Vi, V2, V, 二“U[0,1] ,事实 上 
P(V,< z)= P(W,(Z,) < xz, = 1) + P(1< z,ò; = 0) 
Wi(Wi'(z)), 0 入 z<1， 
人 =1)+P(=0)， z=1, 
其 中 Wi'(z) = inflz: Wi(t) Sz}. 既然 W, 连续 ,我 们 有 
P(V,<x)= =, 0<<x<1, i =1,2,,n. 


i U,(z) = n TD ILV; < z 是 对 应 的 经 验 分 布丁 数 , 于 是 使 用 
Gijbels 与 Wang!37] 中 引 理 3 的 证 法 ,可 得 
Ry, = (1 - F(z)) xf f [f A(u,v,w) 
d(U,(u) - U(u))d(C,(v) - C(v))d(C,(w) - C(w)), 
(1.2.34) 
且 0< k(u,v,w)<C (aw). BLAM Gijbels 45 Wang!3”! 中 的 引 理 
1 ,得 
ER3,(z) = O(n-3). (1.2.35) 
因此 ,由 Tcbebychev 不 等 式 与 (1.2.35) ,我 们 有 
P(Vno l|Ry(z)| > ac 32 8u(z)n"2) 


< an" < aoj Ban 3. (1.2.36) 
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Xt i = 4, 证 明 类 似 于 Gijbels 与 WangL37] 中 的 引 理 2 的 证 明 . 
设 
C,(Z,) - C(Z;) 
so = || SA 
Si(z) SE S,(z) 的 补 . BER C(t) > Claw), 于 是 由 Gijbels 与 
Wang!37) RNA 


HO < Z < <=] < +. =1,2,-",n), - 


P(S:(z)) <2ne™, (1.2.37) 

易 见 
P(Vne"l|R¿| > as 2Bu(z)n 2) 
< P(Vna”1|R,,| > asiPBu(z)n 2,S,(z)) + P(S:(z)). 
(1.2.38) 
注意 到 
I[0 < Z, < =] = Ilaw < Z, < <], 

因此 ,由 不 等 式 Q(z) S 222,|z| < T, eH A Be (1.2.38) 中 
第 一 项 不 超过 


2 z | ty (CZ) - C(2))3 
r| n |> TEA 4 





[aw < Z, < z]| 


> ari Buten] 


< P|woic (x) - C(x)| > J auroa 
z bi 2n 


13 


E , (1.2.39) 
上 面 最 后 一 个 不 等 式 由 Dvoretzky, Kiefer 与 Wolfowice 的 定理 得 
到 . 
易 见 ,(1.2.37) - (1.2.39) 一 起 就 证 明了 
P(/no l| R, | > a0;3Bi4(z) 2-2) < asi B (z)n 12. 
(1.2.40) 
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由 Gijbels 与 Wang!37) 中 的 引 理 4, 我 们 有 
Pl(Vno '|R;,| > asi’ Bulz)n 2) <Sae"™< w aa E: 
(1.2.41) 
由 引 理 1.2.1(i) ,得 
P(Jno 'IR,,| > asi Bulz)n 2) 


<P(| +> ECZ d T.) | > Vao) Bu (z) (log ny?) 
iat 
+ P(n|r,| >ya Bul) (log n)2) 


< a, 4n(log n)’ + 2ne"* 
n 
-2 
7 Ke P (sig m) ”oem 二 ant “| 
5 


< ai’ pulz)n t, (1.2.42) 
且 
P(Vna | Rey) > aoi’ Biz) n-2) 

< P(n|r,| > V2a0;*Bal2)n2) 
< 00;3Byy(z)n-2. (1.2.43) 
剩 下 还 要 证 i = 9 的 情形 . RU, 定义 (1.2.11) 右边 第 一 项 , 显 
然 Ü, 是 U 统计 量 . 根 据 引 理 1.2.3 的 证 明 ,可 证 存在 常数 a 使 得 

sup|P(/na Ü, < z) - B(x) | < aor’ Pul z)n 2. 

(1.2.44) 


因此 ,由 (1.2.39), (1.2.29), (1.2.31), (1.2.36), (1.2.40) 与 引 
理 1.2.2, 我 们 有 


sup|lP(Vnai'(A,(z) -A(z)) < z) -— (x)| 


< 00;3By4(z)n-2. (1.2.45) 
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既然 
— (log(1 - F,(z)) + A(z)) 


(A,(z) — A(z)) — (log(1 - F(z) + A,(z)) 


Rs, 
= A,(z) - A(z) + T F(2Ə)' (1.2.46) 
由 (1.2.41),(1.2.45),(1.2.46) 与 引 理 1.2.2, 我 们 得 
sup|P(Vncil(- log(1 - F,(z) - A(z)) < z) - @(=)) 


< aci'Ba(z)n "2. (1.2.47) 
因此 
P(Vne"l|Ro,| > aoj By4(z)n-2) 
< P(Jno;! |log(1 - F,(z)) + A(z)|? > aci3Bl(z)m "2, 
|log(1 - F,(z=)) + A(z)| < 1) 
+ P(llog(1 - F,(z)) + A(z)| > 1) Š P, + Py. (1.2.48) 
由 Gijbels 与 Wang[37] 中 的 (3.14) , 知 





P, < afe™ + (47) (1.2.49) 
其 中 ) 是 某 正 常数 . 
L I 
.2.47) 与 = < J 
又 由 (1.2.47) 与 不 等 式 1- G(x) a Zx > 0 可 推 得 


Pi <.P(Vn |log(1 - F,(z)) + A(z)| > ant) 
<| P(/n(— log(l - F,(z)) - A(z)) > ant) - (1 — @(a,n8)) | 
+|P(/n(— bg(1 — F,(z)) - A(z)) <- ant) — @(— ant) | 
+2(1- @(a,n$) < aoj Bulz)n 2, (1.2.50) 
(1.2.48),(1.2.49) 与 (1.2.50) 一 起 证 明了 
P(Vna"l|R;,| > asi Ba (z)n 2) < aoj Byy(z) nt. 
至 此 , 引 理 1.2.4 得 证 . 
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81.3 二 元 乘积 限 估计 的 Berry-Essen 不 等 式 


1.3.1 记号 与 主要 结果 


设 (X?,Y79),1 过 i 过 nn 是 iid 非 负 的 随机 向 量 ,具有 共同 的 连 
续 生 存 分 布 函数 S(s,:) = P(X} >s, Y? > t). I&(C,,D,),1 < 
i< n 是 对 应 于 (X9,Y?) 的 删 失 时 间 向 量 且 (Ci,D;),1 < ; < n 
iid 具有 连续 的 生存 分 布 函数 G(s,1) = P(C, > s,D, > t). & 
(X°?,Y9?)5(C,, Di) 相互 独立 ,i = 1,2,…,n. 在 二 元 随机 删 失 模 
型 中 ,我 们 观察 到 的 数据 为 (X;,Y;,6;,A;) i = 1,2,…,n. 其 中 

X, = min(X?,C;), ; = min( Y?, D;), 
i 1， #Y <D, 

TE # X° > G,, asiy # Y, > D.. 

使 用 上 面 的 删 失 数据 ,Campbell $ Földes! 定义 了 S(s,t) HY 
乘积 限 估 计 
So (s,t) = 


N, (X, ,0) a(s,0) n N, (s, Y,) BG.) 
Ë Pu il i [| ， 若 NN,(s,t) > 0, 


0， 其 他 ， 
其 中 


N0 = SLX, > s, Y, >+], 


a(s,t) = I[X, < s,Y, > t, = 1],1< : < n, 
B(s,t) = I[X; > s,Y, S z,A, = 1],1< ;< n, 
I[:] 是 某 事件 的 示 性 函数 . 设 
H(s,t) = P(X > s,Y > t), 
H,,(s,t) = P(X > s,Y > t,ë = 1), 
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H(t|s) = P(Y > t|X >s), 
Hi,Gz|]s) = P(Y >t,4 =1|X > s), 


a =- [aza ,.0)dH,,(u ,0) 一 fa Is)dHy,(vls), 


且 约 定 a 可 表示 任何 所 需 的 常数 ,ao 可 表示 任何 所 需 的 绝对 常数 ， 
在 不 同 的 地 方 它们 均 可 表示 不 同 值 . 
易 见 , 若 N,(s,z) =0, 则 -log S,(s,t) = oo. 注意 P(N,(s， 
t) = 0) > 0, 因 此 ,以 正 概 率 - log S,(s,t) = co .为 克服 这 一 困 
难 , 我 们 将 2 分 成 两 部 分 : 
ap = |w € N: N,(s,t) > 01, 
H 
aw” Re a”, 
既然 
P(A\”)= P(N,(s,t) = 0) 


= Tl P(x, < RY, < 4) 


= (1- H(s,t))”! S mm t, 
对 任何 使 得 H(s,:) > 0 的 s,t > 0 与 & > 0 RUM. 因此 ,我 们 可 
在 Q6” 上 讨论 我 们 的 问题 . 
设 
Ai(z) =- H`!(z,0)I[0 < z < s], 
Asa [i Hu oath, (4,0), 


g(X,,à,) = AI(XUD5 + As(X1), 
B (z,y) = H2(z,0)1[0 < z < s,z < y], 


shAr 
0 


Ay 
B,(z,y) =| H 3(u,0)dH,,(u ,0), 


@(X1,015X2,82) = By(X,,X2)d) + B,(X,,X,) 
- E[B,(X,,X2)8, + B,(X i,X;)| X, ,6,], 
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R(X1,61;X2,02) = g(X1,81) + g(X,,8;) 
+(X,,0,:X,.,0,) + G(X2,823X1,81), 

Hiy(s,t) = P(X > s,Y >t,4 = 1), 

Hy(s,t) = P(X > s,Y > t,ë = 1,A = 1), 


= SX >s], 
H,(t|s) = mz! DIX, > s, Y, > t], 


His (t |s) = mi! DIX, > s,Y, > t,A, = 1], 
Aidy) =- H 'l(y|s)I[0 < x< t], 
An) =~ [U H2 lDdH wl), 


g(Y1,41) = Al(Yi)A + Az ( Y2), 
B, (u,v) = H2(u|s)I[0 < u < t,u < v], 


oe tAhuAv 
Bi (ales f; H3(z]s)dH, (z ls), 


$0 Y1,413 Y2,42) = B, (Y, Y2)Al + B,,( Yi1, Y2) 


~ E[B,,(¥1, Y2)Ai + Bo,(¥1,¥2)1¥1.41), 
A, (Y1, 41; Y2,42) = gs(Y1,A1) + g,(Y;, A) 

+ $C ¥1+413 2,82) + (Y2, 42; Y1,A1), 
h(X;,6;, Yi, Ais Xj,6;, Y;,A;) = h(X;,8;3X;,8;) 
, MVD Yi, A) 1[X, > s)1I[X, > s] 
H?(s,0) 

sp (eee TEX; > sJULX >. s] ~ EILX; 





> sl) 





H*(s, D 





(YA ILX, > sJULX, > s] - El[X, > 
H?(s,0) 


DY, 
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U, =n? ACK; 8:5 Yi, Ai; X;,6;, Yj, A). 


定理 1.3.1 ”对 任何 w € 06" 与 任何 使 得 H(s,:) > 0 的 
st > 0, 我 们 有 


log S$,(s,t) — log S(s,t) = U, + Fatt R,; 


H 
P(Ynoo| R,| > a(nlog n)"2) = olat), 
其 中 oo 如 前 所 定义 . 
定理 1.3.2 ”对 任何 使 得 H(s,t) > 0 的 *,: > 0, 存 在 绝对 
常数 ay 使 得 
supl P(Vno !(S,(s,t) - S(s,t)) < z) - @(z)| 入 aoBn-2， 
其 中 O(c) 是 标准 正 态 分 布 函数 ， 
z Lyt pd, 
B=H oli O Ë 关上 
a? = S2(s,t)ci. 
1.3.2 定理 的 证 了 明 
设 


1 
E 


Q(x)= 





-(l-2z),/z| <1, 
b= - JH? Cu 048 (u,0) 24, 


=- [PH %(o|s)ah, (ols). 
引 理 1.3.1 IHEM o € AIP 和 使 得 H(s,t) > 0 的 st 
> 0, 有 
logS,(s,t) -log S(s,t) 
= U, + Rin + Ran + >) Rin(t|s) 


i=l 
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+ JUBCEI|s) + > Usi(tls)， (1.3.1) 
i=2 i=? 
H Rin 满足 


P(Vnos! | Ñi, | > a(nlog n)”2) = o(n"2), 
而 


Rins =-4n ai, 
Rp Glo) = | H? Cols) 
-= H(vls)?d(Hiy, (vls) - Hı, (vls)), 
Ra Gl) = DO DT HH Co ls), (ols) 
k=3 0 
~ H(v|s))*dHiy, (vls), 
< b afk 
Rs (z ls) = d(C pagay a|) 
k=3 k=2 1 


x [HC lH, vls) = H ]|s)) dea ols) J, 





Ra,(tls) = n 257 12g,(Y,,A,) + Ba (Yi Y.) 


+H((Y.ls)1[0< Y, <t, = 1] 
- El2g(Z;,8,) + B,,( Y,, Y;) 


+ HY I< Y, <4, = 111, 
Rs, (tls) =- Z" al, 
UG) (z Is) 
s. S Z(Y A) I[ X, > s](1[X, > s] - EILX, > s]) 
we Hi(s,0) : 
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(H,(s,0) - H(s,0))2 


UG) (tls) = LSR, A,)ILX; > s] HG0) 


> 


Utalt ls) = LDE )I[X, > s] 





H(s,0) - H.G) (EEL) - Haoi) 
b H2(s,0) H(s,0) : 


U,a(tls) =- 二 | DYA) 


H?(s,0) — H%(s,0) 
H2(s,0)H2(s,0) ’ 


H2(s,0) - H2(s,0) 


+ (Y, Au Yi, AD1[X, > s]| 


U, (t |s) = 一 








H?(s,0) 
pf u n(vls) - H(vls))d( Hin (v ls) — fiy(vls)) 
0 H*(v|s) 
H?(s,0) - H? (s,0) 
U, (t |s) = aay 
* (H,(vls) ~- H(els))? 
[A Ea sel. 
证 明 : 易 见 


logŠ,(s,t) - log S(s,t) 
= (logSŠ,(s,0) — log S(s,0)) + (logŠ, (ts) — log S(t|s)). 
(1.3.2) 
由 Chang” ,对 o € QS” ,我 们 有 
logŠ,(s,0) -log S(s,0) 


= A DAOG, 8X8) + Rin + Rowe (1.3.3) 
i<j 
其 中 Rin 满足 


P(Vaoil|Ri,| > a(nlog n) 2) = o(n"2), (1.3.4) 
且 
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Ron =- $n al. (1.3.5) 
既然 ci = ci + ot, H co 取代 (1.3.4) P 31, (1.3.4) 仍 成 立 . 
再 仿效 Chang!) 中 定理 1 的 证 明 ,可 得 
logS,,(t |s) - log S(t |s) 
_ yy (Y, Au: Y, :DTLX > s]I[X, > s] 


i<j m? 


+ D Ralls), (1.3.6) 
get 
其 中 R, (¢|s) 如 引 理 1.3.1 所 定义 ,i = 1,2,*…,n 
易 见 
Day > s]I[X, > s] 
Lt (Y; Ais Y;,A;)I[ X, > s]I[X, > s] 
n? "Hs ,0) 











+ ADAY As Y,,4,)ILX; > sJI[X, > s] 
i<j 


. H?(s,0) - H2(s,0) 
H? (s,0)H?(s,0) 


=U (tls) + Una(tls)， (1.3.7) 
注意 到 


ADAY, AG YA TX > sJIIX > s] 
i<j 
= =p? Dg Yi,A)ILX; > s]ILX, > s) 
i=l j=1 
- BHM AIX, >s] 


43) YAY, AG Y, ADILX, > sILX, > s] 


i=1 j=1 
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-LBRO AS Ya ADIA >s], (1.3.8) 








H 
4 51314 (Y, As Yj A IIX; > sILX, > s] 
= t H,(vls) — H(vls))d( His (vs) — Hi (o |s)) 
a mof H (vls) 
t (H,(vls) - H(v|s)) dH, (vls) 
+ HA(s,0)f POD . (1.3.9) 


(1.3.8) 与 (1.3.9), 可 得 


" 2 _ H 
Ü, (t ls) = TL DE(Y;, AD1[X, > s] B (s.0) = Hs(s,0) 
i= 


H, (5,0) H?(s,0) 
-R EGOA) + POYA YADI > s)| 
H?(s,0) - H2(s,0) _ H?(s,0) - H3(s,0) 
Ha(s,0)H?(s,0) H?(s,0) 


f (H, (vls) - H(v Is)d(Hiy (vs) - Hy (vls)) 
0 H2(o |s) 


" H2(s,0) - Hilso f (H,(vis) - H(v|s))? 
H?(s,0) 0 H°2(o |s) 
š Unaltls) + Uszz(tls) + Usaa(tls) + U, Gr ls). (1.3.10) 
设 Q(z) 如 前 所 定义 ,我 们 有 


UG |) = EZY ADILA; > s] 








dH,,(v|s) 


H(s,0) - H,(s,0) 
H?(s,0) 





_ H,(s,0) - H(s,0) | /H,(s,0) - H(s,0) 
x[i Gay +e H(s,0) )] 
(H(s,0) - H,(s,0)) 


1%- 
+ 2 (Yu ADI[X, > s] JIPO 





= 第 1 章 RRE 





H?(s,0) 
H?(s,0) 
H2(s,0) 


== 2 (Yi AIX, >s) 
+ LSY, ADI[X, > s] 


+ 1 (Yr ADI[X, > s] 
H,(s,0) - H(s,0) 
ol Gay) 
=-2 5 [4X > sJGLX, > s] - EI[X, > s]) 
= n? g! H2(s,0) 
4, BY A) I[X, > s](I[X, > s] - El[X, > D] 
H’(s,0) 
2 25 g( Yi A) I[X, > s](I[X, > s] - EI[ X, > s]) 
aS H?(s,0) 
H?(s,0) 
H?(s,0) 











+ 1512 YAD)I[X > s] 


+ D&CY ADILA, >s] 
H, (s0) = H(s,0)) 
H(s,0) 

SUG (tls) + UR, + UBCls)+ UBUls). (1.3.11) 

综合 (1.3.2) - (1.3.7), (1.3.10) 与 (1.3.11), 引 理 1.3.1 得 证 . 
引 理 1.3.2 对 任何 a > 0, 有 


PlVnoo! |Ri(tls)| > a(nlog n) 2) 


.al 


= oaz) = 1,2，… ,5. 
P(Vnos' | URC ls)| > a(nlog n) 2) 


= o(n-2) si = 23.4. 
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P(Vnoz' | Uya;(t|s)| > a(nlog n)”2) 


= o(n-2),i = 2,3,4. 
我 们 将 在 1.3.3 中 证 明 该 引 理 . 
引 理 1.3.4 “对 任何 使 得 H(s,t) > 0 的 s;,t >0, 存 在 绝对 
常数 ao 使 得 


1 1 
sup|P(/n09'U, < z) - ®(2)| <= (5+ 2). 








H%(s,2)\o3 ob 
EBRAR me SEY = HC ls) 这 一 事实 ,可 得 
H(s,0) 


ae? [iw ‘Cu |s)H-'(s,0)d, Hi,(s, v) 
- zo [len *(uls)dFhi,(v ls) J,H(s,y) 
2 HGD), [HOla Is)d,H(s,y) 
=- fA lDdH (ols) 


z (fn 2(v ls)dHi,(v loji 


H(s,v) 
H(s,0) 





+ fH 2015) dHi, (vls) 
0 





tir- H(s,t) 
+ (fn *(u|s)dFh,(wls) ) Ares} =0, (1.3.12) 


其 中 d,Hiy(s,v) 与 dyH(s,y) 分 别 定义 对 固定 的 s 关于 w 与 y 进 
47 Lebesque-Stieljes 积分 . 下 面 类 似 的 记号 均 按 此 理解 . 
由 (1.3.12), 得 
下 (YAlYa,Aa)ILXI > s]I[Xa > s] 
A = 
H’(s,0) 





0. 


(1.3.13) 
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Chang!!”) 证 明了 
Eh(X,,6,3X2,62) = 0. (1.3.14) 


因此 ,由 (1.3.13),(1.3.14) 我 们 有 
Eh(X1,ô1, Y1,61; X2,62,Y2,A2) =0, (1.3.15) 
其 中 如 前 所 定义 . ALU, BRAM HEA, A Eh = 0 的 二 阶 U 
统计 量 . 
注意 到 
E[h(Xi,01;X2,02)| Xi1,601] = g(X1,01), 


F| C a Yea) IX > s]I[X, > s] Ix,, Yaar] 





H?(s,0) 
_ (YADILX! > s] 
H(s,0) 
Elg.(¥,,4,)I[X; > 0](I[X, > s] - EI[X > s])] = 0, 
因此 ,我们 有 
g(X1,61; Y1, 41) 
2 E[h(Xi,61, Yi, 815X282, Y2, A2) | X181 YAI] 
= g(X1,0)) + eA >s] (1.3.16) 
设 
$(X15815 Y1, A1;X2,62, Y2, 42) 
= (X1,81, X282) + Ø(X2,82 X...) 
m° (Y1, 41; Y.,A2)I[X, > s]ILX, > sJ 
H2(s,0) 
5 bs( Ys, Az; ¥1,4,) IL X2 > s]I[X, > s] 
H?(s,0) 
z [CY ADI X, > s]ULX, > s] - EI[X; > s]) 
H?(s,0) 
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, (Yo, A MIX: > s](I[X, > s] - EI[X, > 2D). 
H*(s,0) 
(1.3.17) 
因而 U, 能 表示 成 
U,= 点 [(n =D eC, Fd) 
+ D(X di, Yes dis Xs, Yj A). (1.3.18) 
由 Chang 与 Rao0) 
Fg*( X81) =~ f° H%(w,0)dF,,(u,0) = af, 


(1.3.19) 
且 直 接 计算 可 得 
(Y ,ADI[X, > s] oe - 
peg > - -fiH 2(u|s)dH1,(vls) = o7,, 


(1.3.20) 
F#EH (1.3.19), (1.3.20), (1.3.12) 并 注意 应 用 下 面 事实 : 


£(X,,8,)I[X, > s] =- J Hu ,0)dH Cw ,0)， 





(1.3.21) 
即 可 得 
Eg2(X,,ó,, YiAi) 
= S: g(X.,0)g.( Yi, AD I[X, > s] 
= Eg?(X,,0,) + 2E HG0) 
, Fel(Y. A LX >s] _ 2 


H2(s.0) = of +0}, = 03. (1.3.22) 


又 仿 Chang $ Rao!!®! 中 (13) 的 证 明 ,可 得 
E|g(X,,ë,) |? 


SI HO) dH o(u,0) + 32 | [820 oyanoCa,0))' 
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60 
< aH 3(s,0). (1.3.23) 
类 似 地 有 
p | eA > ools). (1.3.24) 





(1.3.24) 及 Holder 不 等 式 得 
E| Yat > sJ 
H(s,0) 
于 是 综合 (1.3.23) - (1.3.25), R(1.3.21) 与 (1.3.20) , 即 得 
Elg(X,,6:,Y,,4,) [3 


= Elg(X,,à,) 1° 


< ao H'(t\s). (1.3.25) 





- g.(Y,,4,)I 


ye: 
+36 (1a(%1,8)IEX, > J| AIT > s1) 


< a H`3(s,t). (1.3.26) 
由 Chang 与 Rao“! ,有 
Eh?( Xi1,01; X2,02) 


<- a [n 2(z ,0)dHio(z,0) + [HQ o)anoCa,0)) 








= ao[H°(u,0)dF ou 0), (1.3.27) 
类 似 计 算 可 得 
p[i n4: Y2,4)I[X > s]1[ X; > ap 
H?(s,0) 
L I[X, > s]I[X, > s] hs( Yi,A1; Y2,A2) 12 ; 
= oe s| (Gy) xa, sa] 


z aof HC ls)dHa Cols). (1.3.28) 
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由 (Xi, Yi,61) 与 X, 的 独立 性 及 (1.3.20) ,得 
[aava > 0](I[X, > s] - EI[X > Dy 
H2(s,0) 





< H`3(s,t). 
(1.3.29) 


于 是 由 (1.3.27) - (1.3.29) Rh 的 定义 知 
Eh?(X,,81, Y1, A1; X2,82, Y2,42) S ao H 2(s,t). 
(1.3.30) 
mih (1.3.22), (1.3.26) 及 (1.3.30), 即 得 
Ele(Xu61; YA , Eh’( Xi1,61, Y1, 41; X2,82, Y2,A2) 
(Eg?(X1, 601; Y1, 41))? Eg (Xi,d1; Y1,A1) 





a (1 i 
<pealat a): (1.3.31) 
iB = H? (og? + oj2), 则 存在 绝对 常数 ao 使 得 
sop|P (; z I naš! U, < z]- @(z)| < ayBn 到 
(1.3.32) 
由 于 


Var U, = Cem ca = 2) D(n = 2) 42 
n 


81, ¥1,413X2,62, Y — 242), 








因而 ”充分 大 时 
P( stu, > Bn-2) <apBn-2. (1.3.33) 


于 是 由 (1.3.31) - (1.3.33) 及 引 理 1.2.2 知 ,存在 绝对 常数 ao 使 
得 

sup|P(/no tU, < z) - @(z)| < co 部 二 (1.3.34) 
从 而 引 理 1.3.4 得 证 . 
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引 理 1.3.5 


对 任何 使 得 H(s,t) > 0 的 s,t > 0, 存 在 绝对 
常数 ao 使 得 


sup|P(V nos! (logS,(s,1) — log S(s,t)) < z) - (x)| 


a |l 1 1 
Sala ata (1.3.35) 
证 明 :注意 到 co < H(s,t)o)' AMARNE 
sup|P(V nos! ( U, + dano) < z) - @(zx)| 
< sup|P(/nog!U, < z) - (x)| 


_1 
+ sup| (x - note) O(x)| 





x 


a 二 + 去 + 去 ) 
< pin la o ool’ (1.3.36) 


应 用 定理 1.3.1 并 再 次 应 用 引 理 1.3.3, 由 (1.3.36) 即 知 引 理 1.3.5 
成 立 . 


定理 1.3.2 的 证 明 : 仿 Chang 中 定理 3 的 证 明 可 证 定理 2. 
这 里 我 们 给 出 证 定理 1.3.2 的 梗概 . 
注意 到 


18,(s,t)- S(s,t)| <1, 
我 们 有 


sup|P(Vna '(S,(s,t) -= S(s,t)< 2) - @(=)| 


< sup, |P[loeS,(5.0) < g Sts, +) ]- oc) 


+ 2(1 - log Vn)) 


= Sup | P[J nop! (logS, (s, t) — logS(s,t)) 
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1 
< Vie toe + call - O(2)| +204 
n 





vn V2x 
L 本 Oo £ 2 me 
< ao Bn 2 + sup @ (Vii og 1 +E )- (x)| t=" 2 
1 1 
< aoBm 2 + con“? * Za: 


< aBn`2. 
至 此 ,定理 1.3.2 得 证 . 


1.3.3 引 理 1.3.2 的 证 明 


根据 H, Cols), Him(vls), Hols) 以 及 H,, 的 定义 ,我 们 有 
f 2 = 2 
Rte [moi [Tee H(s,0)) 





H? (s,0)H?(s,0) 
p 2H,(s,v)(H(s,0) — H,(s,0))(H(s,v) — H,(s,v)) 
H,,(s,0)H?(s,0) 
N (H,(s,v) - sse 六] 
H?(s,0) 





xa (pH) — H,(s,0)) : Hoin(s,v) - Pas 2)) 
» H,(s,0)H(s,0) H(s,0) 


(H,(s,0) - H(s,0))° 


=- e omP LaO |s)H2.(s,v)dHoin(s,v) 


2(H,(s,0) - H(s,0))? 
H2(s,0)H2(s,0) 


+ fos) ys, 0) (Horas) - Ho (s, v))d Horn (s, v) 


H(s,0) - H,(s,0) 
H,(s,0)H3(s ,0) 


> [HC 19C,G,9) — H(s,v))*d,Ho,(s,v) 
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(H,(s,0) - H(s,0))? 
H2(s,0)H2(s,0) 


i [HPD HRs, 0d, (Hora(s52) - Hy(s,v)) 


2(H(s,0) - H,(s,0)) 
H,(s,0)H2(s,0) 


x [HC 19)8,G,9)(B,(s,o) - H(s,v)) 
*d,(Hoa,(s,ə) - Hols, v)) 
+ BC) HG) - so 
+ dy(Hoin(s,v) - Hoi(s,v)) 
+ RCD. (1.3.37) 


易 见 

(H,(s,0) - H(s,0))? 
H?(s,t) ` 

H (1.3.37) 与 Dvoretzky,Kiefer 与 Wolfowitz 定 理 ( 下 面 简称 DKW 

定理 ) ,得 


P(YVnoo Ri, (tls) | > (nlog DH 


IRu,(z|s)| < (1.3.38) 


1 
< P(|B,(s,0) - H(s,0)| > 2-3 (log n)~$03 H(s,t)) 


< en /og n) SHD) 一 o(n-2). (1.3.39) 
既然 
[Ria (z ls) | 
2(H,(s,0) — H(s,0))? 
< H?(s,0) 
Risa (tls) 


sup Him (s, v) -Hi,(s,v)|, 
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|H,(s,0) - H(s,0)| 
< H(s,0) 
Risan(t ls) 
H,(s,0) — H(s,0))? 
<t : H°(s,t) 
由 DKW 定理 ,类 似 (1.3.39) 的 证 明 ,我 们 有 
P(VToiil Rim(tls)| > (nlog n) 2) = o(n -二 )， 
i = 2,3,4. (1.3.40) 
再 由 DKW 定理 ,Tchebyshev 不 等 式 及 Chang 5 Rao!!®) 附录 中 引 
理 , 我 们 得 
P(Y nog! | Ris,(t|s)| > a(nlog n) 2) 


<2P(|H,(s,0) - H(s,0)| > aH"(s,t)n73,H,(s,t) 


sup |H,(s,0) — H(s,0)|?, 
0O< < 


sup [His (sv) - Hi,(s,v) 1, 


> FH(s,t)) + 2P(H,(s,t) < FH(s,0)) 

+ P(I[ GH (s.0) - H(s,v)) 

+ dy(Hiy (5,0) - Hiy(s,v)| > 273 (log n)=2) 
+ p( G(s.) - H(s,v)? 


+ dy(Hiy,(s,v) — Hiy(s,v)| > n 3 (log n) 2) 


1 HGD) 
Qe 2a (sida +2e 2 "+ aTa n)+ an73(log n) 
= o (n) 
(1.3.41) 
类 似 地 ,我 们 有 


P(Vnoo! |Rie,(t1s)| > a(nlog n)?) = olay: 
(1.3.42) 
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综合 (1.3.37) ,(1.3.39) - (1.3.42) ,得 
PVnos' | Ria (tls)| > a(nlog n) 2) = o(n"2). 
(1.3.43) 
再 参考 Chang! 中 引 理 4 在 ; = 3 时 的 证 明 , 可 证 
P(V noz | R;,(t|s)| > a(nlog n) 2) 


<P(2, sup |H,(vls) - H(v|s) | HC ls) > an" (log n) 2) 


+ P( sup |H, (v ls) - H(v|s)| > FH(ols)). (1.3.44) 
既然 
sup |H, Co ls) — H(v|s)| 
< sup H (s,0)(| R,(s,0) - H(s,0)| +|H,(s,v) — H(s,v)|), 
(1.3.45) 
由 (1.3.44),(1.3.45) 与 DKW 定理 ,有 
P(o! | Ras(ils)| > a(nlog n) 2) = o(n"2). 
(1.3.46) 
类 似 地 ,参考 Changi”! 中 引 理 4 在 i = 3 时 的 证 明 , 我 们 有 
PCVoillRas(tls)| > a(nlog n) 2) 


< P([max( sup |H, (v ls) - HC ls) | ,n72)8228 (o |s) 
D3 > an `! (log n)*2) 
k=0 


+ PC sup |H,(v|s) - H(vls)| > $H(ols)), (1.3.47) 
因此 ,由 (1.3.45),(1.3.47) 5 DKW 定理 ,得 
P(Vnoo | Rs,(z|s)| > a(nlog n) 2) = o(n-2). 


(1.3.48) 
使 用 类 似 于 Chang) 中 引 理 在 ; = 1 时 的 证 法 ,可 证 
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Pino; | Ra, (tls)| > a(nlog 2)-#) = o(n" 2). 
(1.3.49) 
由 Tchebyshev 不 等 式 
Pno | UQ) (z |s)| > a(nlog n)”2) 
22(Y,,4,)ILX; > s]J(I[X, > s] — EI[X; > sl}? 
rE H*(s,0) 


= o(n 2), (1.3.50) 





< an "log 


1 
P(Vnoo | U) (2 |s)| > a(nlog n) 2) 


1 | gY AII; > s] 
<s [1 |> HC.0) 


> ai) 
+ P(|H,(s,0) - H(s,0)| > H(s,0) ni (log n)-4) 
= o(n°2). (1.3.51) 


由 不 等 式 Q(z) <22*, |z| < 去 并 使 用 (1.3.51) 同样 的 证 
法 ,可 证 
Pao | U) (z |s) | > a(nlog n) 2, 


| H,(s,0) - H(s,0)| < $H(s,0)) 
+ P(|H,(s,0) = H(s,0)| > +H(s,0)) 


< P(Vnas! $I EEY ADIL: > s] 


| H,(s,0) — H(s,0) |? 


H*G.0) > a(nlog ny?) 


+ 0(n-2) = o(n-2). (1.3.52) 
再 使 用 上 面 同样 的 证 法 ,可 证 
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P(V nog’ | Ui(tls)| > a(nlog n)-2) = o(n2), 
(1.3.53) 
此 处 ,我 们 省 略 其 证 明细 节 . 
综合 (1.3.43),(1.3.46),(1.3.48) - (1.1.53), 引 理 1.3.2 得 
证 . 





#2 B 
RAR it iz 


§2.1 概率 密度 核 估计 的 矩 与 概率 不 等 式 及 
HAM Bootstrap 逼近 


2.1.1 记号 与 定义 


设 Xi,X,,…,X， 是 非 负 独 立 同 分 布 表示 寿命 的 随机 变量 ,其 
分 布 函数 为 F, Y1,Y,,…,Y, 是 非 负 独 立 同 分 布 表 示 删 失 的 随机 
变量 ,具有 连续 分 布 函数 G. 本文 假 定 诸 X, 独立 于 诸 Y;, 下 有 概率 
密度 f. 在 随机 右 删 失 模型 中 ,我 们 不 能 完全 观察 Xi ,而 仅 能 观察 
到 

Z, = min(X;,Y;), 6; = I[X, < Y,], i= 1,2,--,.n, 
I[:] 表示 某 事件 的 示 性 函数 , 易 知 Z; 的 分 布 函 数 为 H = 1 - (1 — 
F)(1- G). BF(Z,,6;),i = 1,2,+++,,Blum 与 Susarlal7] 定义 了 
f(z) 的 如 下 估计 


fia) = aaf K (FF), (2.1.1) 
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其 中 h, 是 趋 于 零 的 常数 序列 ,K(.) ERARA, F, 是 (0.1) 所 定义 
的 Kaplan-Meier 估计 . 
我 们 约定 对 任何 分 布 函数 V(.) ,定义 立 (') =1-V(),V 

= (V(:))”,r >0,ry = inf|z: V(t) = 0| 且 规定 本 节 中 的 wo 可 
表示 任何 所 需 的 绝对 常数 ,a 可 表示 任何 所 需 的 可 能 与 F,G 有 关 
的 常数 ,即使 在 同一 式 中 出 现 也 可 表示 不 同 . 此 外 ,再 定义 

H(t) = P(Z<2), 

H,(t) = P(Z<t,6 = 1), 


H,,(t) = TZ < t, = 1], 
H(t) = P(Z < t,8 = 0), 


Ho = LEnz< t,6; = 0]. 


2.1.2 L, 85 p 阶 绝对 和 矩 不 等 式 


引 理 2.1.1 设 W 是 二 项 6b(k,p) 随机 变量 , 则 对 ~ 三 1, 有 
EO +W)” < r!(#p)””. 
证 明 : 见 Susarla 与 Ryzint75] . 
定理 2.1.1 设 f(t) 存 在 k 阶 导数 ,上 且 S(t) BR SRR 
数 满足 
i) K(u) 具有 有 界 的 支撑 [- 1,1], EAR; 


ii) | Kaw =1; 
‘1 1 
iii) 车 >i KG =0,1</<k =f lu |*K(u)du 
= 1, 则 对 任何 0 < + < z ZR h, = nOD) ey Akit 
F| IAD ~ fle) de 


<ay(G'(r)H3(r) sup|K(u)| + G(r) sup|K(u)| ) 
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1 __k 
+ z supl fe) I (f! LÉK) ldu) 2+) 
2k+1 
+ O(n 2G*D). 

WEA FF, (2) 于 2 处 的 跳 为 51 nG,(Z,)} eat G, EVA 
1- 8 BURP, 中 6; 而 得 到 ,局 ,(z;) = 1- G,(Z,). 于 是 所 (1) 等 
价 地 表示 为 

t - Z, 
ak [ h, ) 


° — (2.1.2) 
2 G, (Z,) 





A(t) = 4 


由 此 等 价 式 ,我 们 可 得 
EJA - fle) ldt 





#) a] 


< (hy) D e| ëz) - 6-t(zola (= 


x (所 2*) 
a] aay — GG KHa) ~ Hi(y))ldt 





+ |" nd K( FAV Ody - Fle) lde An + Ao + hos. 


(2.1.3) 
六 -1 n +1 
hF GINZ) < grg pp TERNA 
16G71(2;) - G-1(Z;)| 
n +1 


Samy (Z + | On’ %) -G(Z)|, (2.1.4) 


注意 到 随机 右 删 失 模型 是 左 截 断 右 删 失 模型 在 左 截断 不 发 生 时 的 
特殊 情形 , 并 注意 到 F. 与 G, 在 理论 研究 上 的 对 称 性 , 因而 由 
Gijbels 与 Wang[37] 知 
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G2) = G) = GL) AY EZ, dst) + RC), 








(2.1.5) 
其 中 
= Zn 1 
$250) = IZ < r,š = 0)/B( + | Piatto). 
(2.1.6) 
而 R, WE 
E( sup |R(e)1") = O(n””),r >0,0< z < tH, 
(2.1.7) 
因而 由 (2.1.5) 一 (2.1.7), 并 注意 5(2;,6;1),j = 1,2,…,n 是 独 
立 同 分 布 且 均 人 为 堆 , 方 差 为 | Re 的 随机 变量 ,可 得 
E[(G,(Z,) - G(Z,))2| Z,,8,] 
G?(Z;) Z, dHo(s) 
<| n? [o =D) FFG) 





Id, = ol 1 


Ho (Ft -2 dHos) 


H(t) PO 
+ (f mgo )' ]+ E(R2(2)12.,8)|. (2.1.8) 


于 是 由 (2.1.4),Schward 不 等 式 及 (2.1.8), 并 注意 应 用 引 理 
2.1.1, 即 得 


ELIG;"(Z,) - G-1(2;)|2;,6;] 


Sonori (+1) z.a] 


i 
x E?(1G,(Z,) - 6(Z,)1?|Z,,8,)) 


jee Af Z, dHo(s) 
| H4(s) 


rtig 








<V2 G 1(Z;)H-1(Z,) 
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I[6; = 21 [ 1 _ 2 


H(Z) \H(Z) aH(;)) 


1 
0 “RG ) 
+ E(R2(Z;)1Z;,8;) }2, (2.1.9) 
注意 到 (2.1.3) ser 


an =, h Elah (Gar 
a |z.,8)], 
(2.1.9) 代入 上 式 , 我 们 有 
a ESSEK (FA }e (A) 


«oc (aya 


+ 


+ (Rao dH,(y)d: 


< [6 + h,)H (t + h,) 
n v0 


x GG - no ( f" ao 


t re ee ER; (y))2 ip K (FPEO ayar. 


<< 





(2.1.10) 
JK ro fi + < to < ty B G(ro) > Lāce), Alro) > IRo), 


n dHo(s) -ft dH0(s) y oe ; 
, EO S2|, PO ( 这 由 它们 的 连续 性 可 保证 ), 再 利用 


(2.1.7),(2.1.10) 知 ”充分 大 (以 保证 z + h, < r) 时 


Bn IVIG rH (Rr) t+ OCL)] 
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x 站 Ko5G - hyu) fle = hu dudt 
07-1 


zt 
<24G"'(r)H-3(r) sup|K(u)|Azin 2 
+ O(n hz), (2.1.11) 





t-y 
ee aeoe 





r 1 
An <; f'E? 


<a fief j 了 六 全 
x Ilt- h, < y, S t + h,] 


Kk (52) 


x OG Hno) 
-Hi(y))dHa(y) - Hi(ye)) dt. (2.1.12) 
令 
h,o(yu,y2) = I[: — h, < y < t + h,] 


K t-y t-» 
xI[t-h < y; < le GS) 
eens z CD)G(y) ” 

由 于 G 连续 ,因而 在 AKG U +h) > EGU), B kE t< 
r 时 可 推 得 

[ho y1,y2)1 <4(sup|K(u)|) G(r). 
于 是 Chang 5 Rao!!5] 附录 中 的 引 理 可 用 于 计算 (2.1.12) 中 的 期 望 
值 , 由 此 引 理 我 们 得 

bya < 2rao sup|K(u) |G (e)n dha!. (2.1.13) 
而 
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[as] = 1f f KC) G -eduazl 
<r sup | f® (2) f, lu*K(u)|du]hš, 


SRA (2.1.3), (2.1.11), (2.1.13), (2.1.14) 3] h, = n 5 
即 得 定理 2.1.1 的 证 明 . 

定理 2.1.2 ” 设 f(t) 存 在 k 阶 导数 , 且 A* (zt) 有 界 ,k 之 1， 
# K(: ) 满 足 定理 2.1.1 的 条 件 , 则 对 任何 取 定 的 0 < 上 < ry, X} p 
之 2, 当 充分 大 时 


E|f,Gt) - f(t) |? < ao(G ?2)H P(t) hin 4 + h4). 


推论 ” 若 定 理 2.1.2 的 条 件 满 足 , 则 ,= n TED 时 ,对 取 定 
ÉJ0 <; < zr K p> 2,# 
Elf,(t) - f(t) |? < a G!"P(:)H 32(:)n kea 
定理 2.1.2 的 证 明 : 使 用 户 (z) 的 等 价 表达 式 (2.1.2) ,有 




















f(t) - f(t) 
Ee (3) 
nh, £ G, (Z) nh, 后 G(Z;) 
aK (所 < ax(t Z, 
[a 21 Ez) | ag (a. 

















Š Ey, + Ez, + Es,. (2.1.15) 
Mt p>2, AAC, 不 等 式 ,得 


E|E,, | < "Elak (+ 7 4) 
i=l n 
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< E(|621(Z,) - GZ) |? |Z;,8)], — (2.1.16) 
由 王 启 华 (07 rh (3.50) 知 
E(IGi(Z) - GZ) |? 1Z:08,) < aan 2G-*(Z,)H2°(Z,). 
(2.1.17) 
# (2.1.17) 代入 (2.1.16) 即 知 ”充分 大 时 





(s)ds 


+f" [= h, 


Px -pe 2 PESSA a a ENE 
ElE,, | < ah, n ih GP I OHOO 
== = tth, 
< aoh; °n 2G1-2G +h, )H?(t + hf N 'f(s)ds 
Pa 


< aoh;’n 2G- () A(t). (2.1.18) 
上 式 利用 到 天 (.) 的 有 界 性 及 G , 互 的 连续 性 , 因 G,H 的 连续 性 保 
ET GG +h) > GO), AG + h,) > EHO) 在 充分 大 时 
成 立 .以 后 将 会 多 次 利用 类 似 的 性 质 ,但 不 再 特别 声明 . 
又 应 用 Dharmadhikari-Jodgeo(D-J) 不 等 式 , 并 再 次 利用 K 的 
有 界 性 和 忆 的 连续 性 可 得 


t-Z, t-Z,; 
big = | 
E|E,,|P< ag(nh,)-?n? | SNE ax( Tin ) ax( hy, ) 


i GZ) G(Z) 
Pe ae ms, 
<S aon *h,? By PO 
< aon 2hzG-?(2)., (2.1.19) 


n= kf K(5*) aro) - £0), 
利用 定理 中 的 核 条 件 (),(iD , G) 即 得 
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IE. l= Í KODU = huu) = fG)) dul 


= mfi AKOPO — Oh,u)du 

< aoht. (2.1.20) 
于 是 综合 (2.1.15),(2.1.18),(2.1.19) 与 (2.1.20) 并 运用 C, 不 
等 式 , 即 得 定理 2.1.2 的 结论 . 

推论 的 证 明 : 只 要 在 定理 2.1.2 PRA, = n TOD , 即 可 得 推 

论 2.1.1 的 证 明 . 又 注意 到 GL2(t) 互 -32(z) 之 1, 从 而 将 两 项 合 
为 一 项 (这 在 证 上 面 定理 2.1.2 时 也 用 到 类 似 的 手法 ). 
2.1.2 A(t) 的 偏差 概率 不 等 式 


定理 2.1.3 ” 设 /f(z) 连续 ,车 K(:) 是 具有 有 界 支撑 [1,1] 
的 概率 密度 核 函数 , 则 对 Ve > 0, 及 任 取 定 的 0 < < ty, E n FE 
分 大 时 

P(|f(t)- f(t)| > e) 
<a exp|— aoG?(t)H?(t)[min(1,e)]?nh?}. 

为 证 该 定理 ,我 们 先 证 下 面 的 

3821.2 BURY > 0,% WE BC) > y wa? 
< ņ < (2 Bl 

PC, sup |G aly) - Gly) | > 9) < ao expl- ae 2 7?n). 

证 明 :利用 不 等 式 |z - y| < llog x - log y| ,0 < z <1,0 < 
y < 1, 我 们 有 


PC sup 1G,(y) - G(y)| > n) 


SPC sup, llog, (y) - logG(y) | > 7) 
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` PC sup n llogG,(y) - logG (y) |? > n). (2.1.21) 
而 由 Major 与 Rejt5554] rh (2.18) 即 得 
P( sup 7 llogG,(y) — logG(y) |? > n7?) 
Kao expl- ao% z?n}, (2.1.22) 
于 是 (2.1.21),(2.1.22) 一 起 就 证 明了 引 理 2.1.2. 


定理 2.1.3 的 证 明 : 利 用 (2.1.15), 由 于 对 任 取 但 固定 的 0 < 上 
ÈT 


Es, = | KOODU ~ hye) ~ fe))du, (2.1.23) 
而 由 7(z) 的 连续 性 知 ,对 Ve > 0, 当 n 充分 大 时 
[fle huu) = FQ) < +, 
Xt -1< u 过 1 一 致 地 成 立 , 由 此 及 (2.1.23) 即 知 


Es, < (2.1.24) 


E 

3° 

于 是 由 (2.1.15),(2.1.24) 知 对 上 面 e > 0 
PORGE) — f(t)| > e) 


<P(1Eul > $)+P(lEn] > +), (2.1.25) 





由 于 
Eve < sop, ,Gy) - GO) IGC + ha) 起 

£ = Z; 

n 0 (5) 


2 GG) 
取 ro 使 :< ro< ty HGC) >FG(t),H( 9) > SACs) M n 
充分 大 (以 保证 1 + h, < to) 时 ,有 
P(IE,,| >$) 
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<P( sup |G,(>) - 6(x)|6;!(z0) > $) 





z, 
PE | TÈ re fx KF >e 
+ P(, sup 15.0) - God laf (yow > £) 

21, + Ion + Inne (2.1.26) 


由 于 G(r) > tāu), 因而 








Ts P (m. 1G,(y) - 6 


+ P(G,(za) < T 6(z0)). (2.1.27) 


P(G,(ro) 入 二 5(ro)) 
<P(G,(ro) - 5(ro))| > +G(zo)) 
<P(, sp 16.06) - 6%)1 >H). (2.1.28) 
在 引 理 2.1.2 中 取 y = (ro) , 则 由 (2.1.27),(2.1.28) 并 利用 


引 理 2.1.2, 知 ”充分 大 (以 保证 50 < L60) 时 
Li, ao exp{- a0(- B(z6)2G2()n| 


< ao exp|— aoH?(t)G?(t)n}. (2.1.29) 
W A, = |y:H,(y) - H(y`) > 01,As 为 其 补 , 则 ”充分 大 时 


二 
上 - Hy(y))| > e 


L,< P 
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<P|| 4f des ie ()- BO) | >4 
|+ A, GO) nti F 
K[— A 
+P | £f. en d(Hyi(y) = Hy(y))| > 48 
hy 
<2P(G (t+ hy) supK (u) + supH, (y) ~ H, u 
G2(t + h,) 
SP exe] 2m aK 
<2ex |- Se a (2.1.30) 
eae 8(supK(x)7 "| 





上 面 最 后 一 个 不 等 式 应 用 到 G(t+h,)> 到 5(z) 在 充分 大 时 成 


立 这 一 事实 . 倒数 第 二 个 不 等 式 应 用 到 Dvoretzky, Kiefer 与 
Wolfowitz 的 关于 经 验 分 布 函数 的 概率 不 等 式 . 
由 (2.1.24) 知 


ral (GA) dy > f(t), n+, 
因而 ”充分 大 时 
id (Tyo dy<2/(), 
故 由 (2.1.26) 定义 的 


L, <P (, a 沁 16(y) - Gly) | > Bw) 


再 次 应 用 引 理 2.1.2 并 取 y = T+B(zo) > SACe), w n 充分 大 
(以 保证 50 < min]1 
ny 





€ 
ToO" 
I; S ao exp|- aH?) (minji 





Jn 





(2.1.31) 
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综合 (2.1.26),(2.1.29),(2.1.31) 与 (2.1.32) , 知 n 充分 大 (以 保 
证 对 所 固定 的 0< ; < rr, 有 Anf(t) 生 1) 时 ,有 


P(|E,,| > 5) < ap exp|— a9G?(t)H*(t)[min(1,€)}?nh2}, 


(2.1.32) 
而 由 (2.1.30) 的 证 明 , 即 知 
E G? (t)e? 2 
P(| E2, | > 3) < 2 exp - 72 supk (u) hr (2.1.33) 
FERA (2.1.25), (2.1.23) 与 (2.1.24) ,得 
P(\f,(t) - f(t)| >e) 
ay expl- a9G?(t)H?(t)[min(1,e) }?2h2}. 
这 就 证 明了 定理 2.1.3. 
注 :在 上 面 定理 证 明 过 程 中 ,每 次 取 ”充分 大 时 ,都 认为 比 前 
一 次 取得 大 . 


2.1.3 ”光滑 Bootstrap Bi 


ART f, (2) 的 光滑 bootstrap i UE IAI. 众 知 ,在 随机 删 失 
模型 下 引进 bootstrap 方法 已 有 一 些 工作 ( 见 Efront28] ,Lo 与 
Singh's!) ,这 种 一 般 的 bootstrap 方法 在 某 些 场合 并 不 适用 ,如 在 需 
要 bootstrap 样本 分 布 具有 某 种 光滑 性 时 就 是 如 此 . 在 此 我 们 再 次 
将 Efron?) 在 完全 样本 情况 下 所 提出 的 光滑 bootstrap 思想 应 用 到 
我 们 的 删 失 模型 ,证 明了 户 (z) 的 光滑 bootstrap 逼近 成 立 , 且 证 明 
了 概率 密度 bootstrap 估计 的 方差 几乎 处 处 收敛 到 产 (z) 的 渐 近 方 
差 . 显然 本 节 的 结果 可 用 于 寻求 f(z) 的 区 间 估 计 及 f(t) 的 假设 
检验 等 问题 ,因而 是 很 有 意义 的 . 

ic G, AG 的 乘积 限 估计 , 它 是 以 1 - 6; RARE, 中 的 6; 而 得 到 . 
Hi 


SF, = jdy, 





82 第 2 章 乘积 限 佑 计 的 泛 函 





Balt) = ho] K (Jee), 
SG, (1) = OLT 


为 抽取 第 二 阶段 bootrstrap 样 本 , BATHE SÈ, , ŠG, 分 别 看 作 真 的 生 
存 和 删 失 总 体 , 根据 随机 右 删 失 模型 我 们 得 到 独立 同 分 布 的 
bootrstrap WÆ (Z? ,6 ),…,(2Z*,6”), 此 处 

Z? = min(X/;,Y/), ë; = I[X? <Y}],i =1,2,+-,m 
m 可 以 不 等 于 n( 事 实 上 在 此 是 独立 于 n 取 值 ). 而 XY X ,…， 
x. SÈ YY? , 且 诸 Xy* 独立 于 诸 Y*. 以 下 
均 以 P*,E"* Var’ 表示 在 给 定 (Z1 A es (Zn òn) 的 条 件 下 ,在 
bootrstrap 概率 空间 中 求 概率 ,期 望 和 方差 ,而 <” 表示 bootrstrap 
分 布 弱 收敛 ,a.s." 表示 以 P 概率 1. 此 外 ,再 记 


SH, = P*(Z} <1), Àn = 1 rz: < t], 


SH,o = P*(Z} < :,8; = 0), 
SÀ ino = 1 Suzy <1,87 = 0), 
SH = P*(Z} < :,8? = 1), 
Sit, = Adz < <:,8? = 1]. 


FL, Gin EE+(Z ,07),i = 1,2.…，z 的 bootrstrap 乘积 限 估 
计 , 即 分 别 在 FG, 的 表达 式 中 将 n 换 成 m, 并 以 (Z* OT) 取代 
(Zi,6;) 就 得 到 F: Gim- 

引 理 2.1.3 ” 设 K(:) 是 具有 支撑 集 [- 1,1] 的 连续 概率 密度 
函数 , 则 当 m — co 时 


Of KGa Ae pat)du 一 产 (Di 
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i 2+2a a(t — hmu) 
Gi) Ë Ku aman 
m f Kolu) du, a 20. 

SGI (ty 
证 明 :证 明 极其 简单 ,只 要 主要 注意 到 m -> co 时 

fa(t hn) fal) 
ERT Ska) EÒ! 2e (1) 
关于 -1< u 过 1 一 致 成 立即 可 得 证 . 
引 理 2.1.4 G) fle) 连续 , 若 KO) 是 具有 有 界 支撑 集 
[- 1,1], 在 (- 1,1) 上 存在 一 阶 有 界 导 函 数 的 有 界 概率 密度 核 函 
2 
数 , 则 对 任何 取 定 的 0 < + < mi oo 时 
h(t) > f(t). 

Gi) BKO) 是 具有 有 界 支 撑 集 [- 1,1] 的 概率 核 函 数 , 则 对 

任何 取 定 的 0 < + < tn, 有 
Ea) SS Gl). 

注 1: 引 理 2.1.4(i) 是 关于 AC) 强 相合 性 的 一 个 结果 ,这 在 
文献 中 已 有 很 多 研究 ,但 已 有 的 强 相合 性 定理 所 使 用 的 条 件 不 符 
合 以 下 诸 定理 的 要 求 , 故 不 能 直接 引用 ,但 考虑 到 证 法 上 的 类 似 
性 , 故 引 理 2.1.4(i) 的 证 明 从 略 . 

引 理 2.1.4(ii) 的 证 明 :由 于 


n) = h; o ed ras 


=|" "ha is ae )asa6, (y) 
= G,(t + h,), (2.1.34) 


du 


f(t — Ayu) > f(t), 


)a6, (y)ds 


于 是 
| ŠG,G) - G(t)| <I, (t + h,) — Gt + h,)| 
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+|G(t+h,) - G(t)|, 
因而 由 Csörgo 与 Horvath) 中 定理 1 及 G 的 连续 性 即 得 引 理 
2.1.4(ii) 的 证 明 . 
M fin (t) 是 对 应 于 fa (t) 的 Bootstrap 概率 密度 , 即 


Fine) = haf K( lah aly). (2.1.35) 

定理 2.1.4 (a) WK (+) 具有 有 界 支撑 集 [ 1,1) 的 有 界 概 

率 密度 核 函数 , 则 对 任何 0 < 上 < rr, 当 mhm > ©, mhn’ — 0 Bf 
mh, (Pin (t) - io) | Z=. Ku (wen), 

(b) 设 f() 连续 ,车 KK() 满 足 (a) 中 的 条 件 , 则 当 mh, 0, 


2 
Ca -oo 时 ,对 任何 取 定 的 0 < < ry, 以 概率 1, 有 


Vma Pint) -RUD => N (0 D| Kudu). 


(c) # f(t) 存在 一 阶 有 界 导 数 ,K(.) 是 [- 1,1] 上 的 有 界 概 
率 密 度 核 函数 , 则 对 任何 取 定 的 0 < t< ty, 4 nh, > co ,nh3 — 0 
时 ,有 


LW Galt) ~ FD N (0.205) Kw du). 
(d) 若 f(t) 满足 (c) 中 的 条 件 ,K(:) W E (b) 中 的 条 件 , 则 对 
2 
任何 0 < t< tu, mha > Origen co 时 ,以 概率 1 有 
sup|P* (V mhn (fim(t) = f(t)) < z) 


- P(Y nh, (f(t) — f(t)) < z=)| — 0. 
注 2:(a) 中 假定 mh,, > co ,而 (b) 却 没 列 出 此 条 件 ,这 是 因为 
(b) 现 有 的 条 件 蕴涵 mh,, — co ,事实 上 由 mh3, — 0 知 kai 


六 co ,这 











此 时 mhn 0° Bl n > 00 时 nh, Xo, Pa - 
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与 假设 矛盾 . (d) 与 (c) 比较 也 有 类 似 的 情况 . 
定理 2.1.4 的 证 明 :(a) 注意 到 
fin(t) — f(t) 


aK > K He k(& 2)a @, (>) 























at Xss: past SS eee 
,二 el h, lees | 


y (EE )a $o) - +f x k(4 Jar, o) 





Š Rium + Roam + Roam (2.1.36) 
令 
PR E AT 
. ar =) . _ Uim EU” , 
U mmj = = Wim = a FG = 1,2,0 0, 
hm ŠG,(Z' ) Vm Var" U inj 
由 于 
Var" U imj 
EAA 
oo oo 2 
= h2| — = a SË onal K (47 )¢ Ro) 
L SÈ, (9) aii j 
sga tth, (42) 
> mK a Eo lla S, 
1 
= ales 1 (> ) 
ea |x 4 SF,(y). 


(2.1.37) 
注意 到 Z? >: +h, PR, U, = 0, 因 而 


| Wom | 





86 第 2 章 RRRSUALB 





[aK (5% Jiz; <t+ hn) + S. (e+ bad fk (SE) aS, ON SG ~ be) 





和 ~ 
SG 


Att hg) m 5006 hn) f Ke (Fa SFT 


2 supK (u) 
2 一 0， (2.1.38) 





A 


(ma SE y(t + hnd SE at hn) f! KC) fale = gud de) E 


应 用 到 引 理 2.1.4(ii) RSG, 的 连续 性 . 由 (2.1.38) 知 对 任何 
r > 0, 若 定义 
wu. et 车 |Wiw| <r, 
= 0, 其 他 ， 
则 当 m 充分 大 时 多 和 iD = Wim FE m 充分 大 时 


Var WL.) = 1, (2.1.39) 
> E* WZ, = 0. (2.1.40) 


又 对 ua > 0 





m E*|U*, - E'U" |22 
DPW >e) < | nml “Umil s 
j= etom! te Var" U ha) 


(2.1.41) 
又 
E* | UL 
x ala 
= p-ta) ft" 
h, | 二 Òe (y ) fa (y)dy 
1 
= ha?) K Cu ) tata, (2.1.42) 
SGlt2e(t - hpu) 
和 


falt - hnu) 
du 
SÒ, (t — hnu) 





1 
Var" Uim =A f KO L 
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([ KDA - haudu ， (2.1.43) 
于 是 由 (2.1.41) 一 (2.1.43) 及 引 理 2.1.4 知 mhm > © 时 


ait E* | Uia [22+ Et UL, 229 
ne mha) hE [Var U 

2 af, K22¢(4) =£ J.G hy) gy 

awa (t — hu) 





DSe(| wi | > o < 
= 





“aisles [了 eo Betas gy | ^(f KODA td) | 
SG (+ - hau) š 
~o. (2.1.44) 


H (2.1.39), (2.1.40) 5 (2.1.44) 知 关 于 二 重 序列 |U,| 的 中 心 
极限 定理 满足 ,于 是 mh, 一 co 时 
Rr, 
V Var" Roum 


Z, N(0,1). (2.1.45) 


又 


Var" Rr,,, = mh;, 小 K*(u o gi au 
t — Amu 


- hn (| KDA - hnu)du ) J, (2.1.46) 
再 次 利用 引 理 2.1.4(ii) 及 (2.1.45) ,(2.1.46) , 即 得 mhm > co 时 








mai > Ë h r = oan), (2.1.47) 
BUR To 使: < To < TR , 则 m + hm < To, 于 是 
[Roam | 
š aat E] 
< sup, 163 (y) - Š6,(y)| 6; (To) TÈ- +, 
>< T Pt. $G6,(Z}) 


(2.1.48) 
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< 
LY 


+ Lf? — e a Say) Š L+ n. (2.1.49) 
m0 SG,(y) 


记 Anm = Ly: SHam(y) - SH,n(y-) > 0} Abn 为 其 补 , 则 
hk (后 >) _ 
inl <if = —"—d( SH pme (y) - SH,(y)) | 
Am  SG,(y) 
Ld rn ee 3 
+|| SS Od SH im (y) - SH,(y)| 
Am  SG,(y) 


<2 EÒ; (To) supK (1) hy! ote, | SH im (y) - SH, (y) |. 


SG, 的 连续 性 及 定理 2.1.4(a) 中 的 条 件 , 即 得 
1*40,m—+> 0, (2.1.50) 
而 由 引 理 2.1.4(i) 即 得 
H = J) KODOJ C hau)du > Fp) m = œ, 
(2.1.51) 
于 是 由 (2.1.49),(2.1.50) 与 (2.1.51) ,我 们 有 
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op (t— ze 
1 ~ arK( ha kes 
—— 2 — ht) — œ. (2.1.52) 
mh $6,(27) 


在 (2.1.48) 中 应 用 Csarg5 与 Horvatht23] 中 定理 1 与 (2.1.52) 即 知 
hnloglog m 一 0 时 


J ilgR 3am <> 0 m > es, (2.1.53) 
而 由 定理 2.1.4 中 条 件 mh3, — 0 BH h,, loglog m —> 0, BI (2.1.53) 


成 立 . 
H K 所 满足 的 条 件 知 f; 存在 且 有 界 , 于 是 


IR. = || (FVA 


A - hyu) — f(t))du 





<supl7o(e)/ (f lu IK Cuda Jn: (2.1.54) 
由 (2.1.53) 即 知 mh3, > 0 时 


V mhnR3nm > 0. (2.1.55) 
SEB (2.1.36), (2.1.47), (2.1.53) 与 (2.1.55), 由 Slutsky 定理 即 
知 , 当 mhm > ©, mh3, — 0 Bf 








. 2" f(t) Ü 2, 
m, (J, - Aa [s oau), 


(2.1.56) 
即 定理 2.1.4(a) 得 证 . 

(2.1.56) 与 引 理 2.1.4 一 起 立即 证 得 (b) ,又 完全 仿 (a) 的 证 
明 可 证 (c). 最 后 由 (b) 与 (c) 即 得 (d) 的 证 明 . 至 此 ,定理 2.1.4 得 
证 . 

注 4: 利 用 本 文 的 方法 证 明 Z, (r) 的 渐 近 正 态 性 时 ,对 F(z) 所 
加 的 条 件 比 Mielniczukt56] 中 要 求 f(z) 二 阶 有 界 导 数 这 一 条 件 弱 . 
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2.1.4 Bootstrap 方差 的 几乎 处 处 收敛 性 


引 理 2.1.5 ” 设 对 某 y > 0,# To WE ŠH,CT,) > 7, 则 
MER a < V2 Bf 
PC, sup, 6% (9) - Š, (G) | > 7) < expl- 220), 


(2.1.57) 
其 中 A 是 正 的 绝对 常数 . 
证 明 : 证 明 与 引 理 2.1.2 的 证 明 相同 . 
定理 2.1.5 ”在 定理 2.1.4(b) 的 条 件 下 ,对 任 取 定 的 0 < t< 


THM hy = m (FÈ h, = n), < y < 1,m — n> o 
时 ,有 
š, Var (in Pint) -fl ZD |" Kudu. 
证 明 :我 们 先 证 当 mh, > ©, mh3, — 0 时 ,有 
ë, = Var" [V mh, (Fint) -aom LO K*(u)du. 
SG, (t) ~! 


(2.1.59) 

为 证 (2.1.59) ,由 定理 2.1.4(a) Æ Chow $ Teicher’?! 中 Ps 推论 

8 知 ,只 须 证 mh, (f; (r) - 户 (z))2 一 致 可 积 ,而 它 成 立 的 一 个 充 
分 条 件 是 存在 ó > 0, 使 

supE * | V mh, (fn - fa (t) [242 < 


注意 到 KC) AFB Ain- A0) I< (FE + E 
此 即 得 
E* | Jong Pn ~ J.G) 1252 
= (2+ a| cp /mhz ialt) -AC > z)az 


(2.1.60) 
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L, L 
„/mh (p th J)supK(u) 
<@+əlhj + fv (7, 和 Je 18 


x P' (mh, Pin) ~ fut) > 2) Jd. (2.1.61) 
(2.1.54) A hm = m` 7 二 < y < 1,m 充分 大 时 对 z > 
| Ra | < +< = 


3° 
因而 由 (2.1.36) , 知 对 z > 1,8 
P* (Jf mhy lfin(t) - fa(t)| > x) 
<P*(/mh,|Rr,,| > 3) + P*(/mhn Rim! > 3) 
= Diam + Danm- (2.1.63) 
易 得 
Diam 


£= y 
"HL ie iat) - Fay)! > 


2 
<a re tE" 


m 


(2.1.62) 


"I 
v 





4 








ig ace - Fly?) 
nly 


(2.1.64) 





t-y 4 
OR hiano- mo 


= 
= PRET alia sal ae eee 


ini SG, (y;) 
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+ TUSA mO) - SH). (2.1.65) 
ist 
i 
E= Ji 
« K |*=) 
hal y19 92093994) = II — Mt - h,, < yi < t + hyd. 
=" SG,(yi) 


FSC, 连续 ,因而 m FSP KMSG, (1 + hy) > > SG,(4), 由 此 
可 推 得 

lha (91132133194) | < 16 supk (u) 有 (0)，(2.1.66) 
即 对 固定 的 zt 5 nih, (yi. 92.9394) AR, 于 是 由 (2.1.65)， 
(2.1.66) 与 Chang 49 Rao!!®) 附录 中 引 理 得 


Bam <a supK (u) ŠG -441) m7. (2.1.67) 
而 由 (2.1.64),(2.1.65) 与 (2.1.66) 即 得 
Diam < ah 2 SÒ; (1) 2-4. (2.1.68) 


取 To fE t < To < TR WH m 充分 大 t + hy < To < TH, BY, 
有 














D;,, 
Ae _ < + t = s: 
<p Bm SO | a, ark( hin K z 
Gin (To) V mha GAZE) 3 
* _ <Ç . t Z; 
a Ë mhm SP, | Gin 9) SG,(y)| | I š ox a ) 
GS CG) miai S (ZE) 


-站 (Jason| > 司 
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J mhn oh, | Gm(y) - SG,(y)| 
Clr) 


Eeo > z] 





+P 








= ae er 
GTa Q 

. t — zi 

+P*| m, | LS x( m ) 
ml mh 

m i=l SG,(Z?) 


EEE 
Vm, sup. | Oly) - SGy(y)| 


G¿,CTo) 


EELA 


+P’ 














= Evy + Enum + Esmm. 
易 见 
163.09) - 5G,(y)| 
Eim <P* Sin > 
SOLTO u 





+ P* [6;,(To) < 去 到 (To 
由 (2.1.70) ,并 使 用 下 面 事实 





(2.1.69) 


(2.1.70) 
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P*(Gin(To) < 2 ŠG,(To) ) 
<P" (1Gin(To) - 56,(To)! > + Š6,(To)) 


及 引 理 2.1.5( 在 引 理 2.1.5 中 取 y = + SHY,(To)), 即 得 





E;n < a + exp|- Cm SG2 (To) RECT) |. (2.1.71) 
由 下 zw 与 Rim 的 定义 ,利用 (2.1.68) ,得 
Ermm = P*(/ mhn |Rz,,| > z) < Chi? Sz. 
(2.1.72) 
由 引 理 2.1.3(i) 知 m 充分 大 时 | nl «(4 )e È, o)l < 
261), BA z 之 1, 因 此 
Sup, | Oy) - SG,(y)| 、 i 
Õim (To) 129, (1) Y mhm | 
于 是 类 似 于 (2.1.71) 的 证 明 可 得 
Esan < a + exp|~ a SÒ? (To) SH2 (To) minl 211822]. 
(2.1.73) 





E3nm < P * 


综合 (2.1.69),(2.1.71) 一 (2.1.73) 即 得 
Dam <a [exp | - a SG2 (To) ŠH2 (To) min| f,?,1} A514 
+ h2 Òa]. (2.1.74) 
FRA (2.1.63), (2.1.68) 与 (2.1.74) ,得 
P* (J mhn |f;, - f(t)| > z) 
<alexp|- a SG2( To) ŠH2 (Tó) minl 2, 11821 


+h2 SÒ; l)a], r>1. (2.1.75) 
于 是 (2.1.61) 与 (2.1.75) 即 得 
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E" /mh,,|f;, - fn(t)|?*° 


<(2+ ó)[1 +> zle)” 





exp | 一 a SÒ (To) SH? (To) min{f,?,1} ha} 
a m'int a). (2.1.76) 


于 是 取 hn =m”, <y<1,0< a<? 下 二 只 时 

supE* | V mh (fin(t) eee ©, 
这 就 证 明了 (2.1.60) ,因而 (2.1.59) 成 立 , 最 后 利用 引 理 2.1.4 Bl 
得 定理 2.1.5 的 证 明 . 


§2.2 失效 率 估 计 的 一 些 大 样本 性 质 


2.2.1 记号 与 定义 


W Tis Tase, Ta 是 独立 同 分 布 非 负 的 随机 变量 ,有 共同 的 分 
布 函数 下 和 相应 的 连续 概率 密度 f, C1,C,,…,C, 是 独立 同 分 布 表 
示 删 失 的 随机 变量 ,有 共同 的 连续 分 布 函 数 G, 且 诸 T, 独立 于 诸 
Ci. 在 随机 右 删 失 模型 中 ,我 们 观察 到 的 数据 为 (Xi ,6;) ,其 中 x, 
= min( T,, C,), 8, = I[T, < C,],; =1,2,-,2, B I[-] RRR 
件 的 示 性 函数 , 易 见 X! ,X,,… ,X, id 具有 连续 分 布 函数 H = 1 ~ 
G- F)(1- G). 

本 节 所 要 考虑 的 问题 是 利用 上 面 删 失 数据 构造 失效 率 1(t) 
= LD) 的 估计 并 研究 它 的 一 些 大 样本 性 质 . 

如 引言 中 所 述 , 关 于 失效 率 估计 ,由 于 其 实用 的 重要 性 ,引起 


了 许多 统计 学 者 的 注意 ,他 们 根据 A(t) 的 各 种 不 同 的 表示 构造 了 
A(t) 的 不 同 估计 . 本 节 根 据 M(z) 的 如 下 表示 : 
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A(t) = ŠI- log(1 = FCD))] 
EX ACL) 的 估计 如 下 
£ =s) dF, (s) 


A,(t) = af KO I EG 
其 中 1h,1 是 以 某 一 速度 趋 于 0 的 常数 序列 ,K 是 具有 界 支撑 的 概 
HEE RMP, 是 按 下 面 方式 定义 的 KM 估计 
n N(X,) UX <0,8,=1] 
i= Gs lacs) + i) 
0, 其 他 ， 


" t < maxX;, 
1<;<n 


N(:) = # X, >+-| = Hibs >). 
AE O° = 1, C 表示 任何 所 需 的 可 能 与 固定 : 有 关 的 常数 . 


设 
H,(t) = P(X, <t, ó, = 1), 


Hy(t) = n1271[X, < :, 8, = 1], 
i=1 
Hy(t) = P(X, < :,8, = 0), 


Hwa = ED IIX; < t, = 0], 
isl 


H, (t) = no SMILX, < t], 


且 对 任何 分 布 函数 W, WO) = 1- W(:). 下 面 ,我 们 固定 某 点 
0< r< œt H(t) > 0. 
为 陈述 我 们 的 定理 简洁 , 特 列 下 面 供 以 后 选择 使 用 的 条 件 . 
C1IK:K(+) 是 具有 有 界 支 撑 集 (p,q) 的 有 界 变 差 概率 密度 核 
函数 ,其 中 -<p<gq<+o%. 
C24 :4(z) 在 任何 区 间 [0,r ] 上 存在 阶 有 界 的 导数 . 
C3A:A(t) 在 [0,co) 上 连续 . 
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C4H:H 有 概率 密度 h(t), 且 h(t) 在 任何 区 间 [0,r'] 上 有 


F. 

本 节 研 究 A. (1) R A R — rE SK EBE ,给 出 An (2) 的 
渐 近 表示 ,作为 该 表示 的 一 个 应 用 ,我 们 使 用 它 证 明 4,(t) 的 渐 近 
正 态 性 . 


2.2.2 4,(z) YR RR BE 
定理 2.2.1 # C1K,C2A 满足 , 则 存在 均值 为 0 B) Gaussian 
过 程 G, (1) ,使 得 对 任何 0 < ti < t, < rt, 有 
,Sup, | Jah, (àn (t) - A(t))- G,(t)| 


on 
=O(n ?log n) + O(/nh**!), a.s. 


EG,,(s)G, (2) 


zaaf K 

为 了 证 明定 理 2.2.1, 我 们 必须 证 明 下 面 引 理 2.2.1 与 引 理 
2.2.2. 

引 理 2.2.1 ”以 概率 1, 我 们 有 


paces PR 
1- H,(t) 





E+ u)K(v)dv, O<: < < e. 


= 1 H,(t) - H(t) H(t) - H,(t) 
-clit 1- H(t) + R( 1- H(t) )!: 


而 





A(t) ~ H,(¢) H,(t) - H(t)\? 
R| 1- H(t) }<2{ 1- H(t) 
对 + € [0,7] 成 立 . 
证 明 : 由 Glivenko-Cantelli 引 理 , 一 致 地 有 


SAC) <A, (1) < 3A), a.s. (2.2.1) 
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Æ t € [0,r] 上 成 立 , 即 对 上 6E [0,r], 我 们 一致 地 有 


H,(t) — H(t) 1 
— Ha) <° a.s. (2.2.2) 


= 1- z+ R(x), KP R(x) <2z22,## | z | < 





注意 到 + 
x 
+. 因此 由 (2.2.2) ,我 们 一 致 地 有 


es Ce 
1- H,(t) 
= 1 
= HO- H,() 
a- Hofi SE] 
a 1 H,(t) - H(t) H(t) - H, (t) 
=r + 1-H) + (ERO )] 


而 











on 


E t E [0,r] HRX. 这 就 完成 了 引 理 2.2.1 的 证 明 . 
引 理 2.2.2 存在 均值 为 0 AY Gaussian 过 程 G, (+) 使 得 


sup | Vn (logF,(t) - logF(t)) - G,(t) | 


= O(n Blog n). é... (2.2.3) 
证 明 :对 上 zeE [0,r]， 


logf , = DX, < t,6; = log[ - NOFT] 


s- DIX < eà = 11) 
i=l 


=- SIX <: ô; 
i=l 


sa ib dF, (s) 
É: "Jy n — nH,(s) + 1 


CIE? )+1) 


II 
KS 
[ar 


A 
a Sm 
D a = aR, (XO FTP 
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相公 jy LOL (2.2.4) 








0\j=2 
注意 到 
= $ dF(s) 
lgF =- | IHG (2.2.5) 
H (2.2.4), (2.2.5), RIA 
log, (1) - logF (2) = Lu, + Inn, (2.2.6) 
其 中 
+ dF,(s) t _dF(s) 
Tun(t) =- lafi n- nH,(s)+1 Jol- t]. 


TE 1 n, 
Tizn(t) =- "| (有 2 Ty Toe 
(2.2.7) 





` 1 3 1 
2 j(n - nH,(s) + s 2 (m - nH,(s) +1)” 








(2.2.8) 
由 (2.2.8) 与 引 理 2.2.1, 我 们 有 
sup |Tian(t)| = O(n). (2.2.9) 
0<:<r 
易 见 
t d(H,,(s) - H,(s)) t dH, (s) — Hi(s) 
Tin =- [人 n z nH, OES -| == nH, (s) ) 
+f d(H,,(s) — d(H,,(s) — Hi(s)) 
 1-H,() — 
= t dH,(s) t  dH,(s) 
t = 人 n — nH,(s) + 1 -Í n- EG) 


(Sa h R) 
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= d(Hn1(s) — Hi(s)) 
Jo (n — nH,(s)+1)(1 - H,(s)) 


= | d(H,i(s) — Hi(s)) 
0 1- H,(s) 


+ dH, (s) 
o (n — nH,(s) + 1)(1 - H, (s)) 
ah. H,(s) ~- H(s) 
o (1 — H,(s))(1 — H(s)) 
S Iain — s + Las ~ Las: (2.2.10) 
使 用 引 理 2.2.1, 得 到 
= O(n !), 


s p Hasa (2)| = O(n`!). 


O< 


由 Major 与 Rejtö! 4! 知 ,存在 Brownian $f B(y),0 < y < 1 ff 





dH, (s) 


(2.2.11) 


E 





得 
Stp, | Vn (Hm (s) - Hi(s)) - B(H,(s))| 
zoa tea): a.s. (2.2.12) 
,Sup, | Vn (H,o (s) - Ho(s)) - BCL - Ho(s))| 
=O thes), a.s. (2.2.13) 
定义 Gaussian 过 程 
bts SEGUE Na BOBO) ey 
H (2.2.12) (2.2.13), 3138 2.2.1, Glivenko-Cantelli 318-5 F H$ 
X: 


H,(s)- H(s) = H,.(s) — Hi(s) + Hyo(s) — Ho(s), 
(2.2.14) 
我 们 有 
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p | Valaan (t) = Giz) | 
Ln(H,(s) - H(s)) ~ B(H1(s)) - BC - Ho(s)) | 
j; (1- H(s)}? deka) 
w + (H,(s) — H(s))? 
mo ËJ, (1- H(s)) 
Í He 19 - H(s))° 

- H(s))* 





< sup 


<<. 


dH, (s) 


+2Vn sup | rra dH, (s) 


< <=. 


= OGC lara); a.s. (2.2.15) 
再 定义 Gaussian 过 程 


fdB(CHI(Cs)) 
G2(2) = o 1-H(s)’ 


使 用 引 理 2.2.1,Glivenko-Cantelli 引 理 (2.2.12), 类 似 于 
(2.2.15) 我 们 有 
,Sup, | Vala, (t) ~ Ga) | = O(n gn), a.s. 
(2.2.16) 
又 定义 Gaussian 过 程 
G"(t) =- G,(t) - G;(t). (2.2.17) 
FA(2.2.6), (2.2.10), (2.2.11), (2.2.15), (2.2.16) 49(2.2.17), 
我 们 得 到 


,sup. | Vn (log, (t) ~ logF(t)) ~ G* (z)| 
=O(n Plog n), a.s. (2.2.18) 
这 就 证 明了 引 理 2.2.2. 


定理 2.2.1 的 证 明 :我 们 看 到 
A, (t) — A(t) 


-ae 
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+ Mie Sra *)atoaF (s) ) 
$ [28 has - ae) 
2 Iy, + Isan (2.2.19) 
对 任何 0 < 上 < + 成 立 . 分 部 积分 后 ,我 们 有 


人 )atlogF,() - log (s)] 








aes 
h, 





t-gh 二 ú < 
z aafo og (2) = logF (s) )aK (5 š). 
现 定义 Gaussian 过 程 


G,(t) = [er (sax(* 





i). (2.2.20) 


由 引 理 2.2.2, 得 到 


=$ 
sup | Vnhslan — G,(t)| = O(n zlog n), a.s. 
MSS 


(2.2.21) 
对 任何 0 < ti < t< z ÈZ. 
使 用 Wangts4] 中 (2.9) 的 证 明 方法 ,可 证 
| Io | < C: h (2.2.22) 
对 任何 0 < ti < ti < t ÈX. 
(2.2.19),(2.2.21) 与 (2.2.22) 一 起 就 证 明了 
sup | Vnh,(A,(t) — A(t)) - G,(2)| 


i <<, 


a 
=O(n ?log n) + O(Vnhit1), a.s. 
因此 ,定理 2.2.1 得 证 . 


推论 2.2.1 ”在 定理 2.2.1 的 条 件 下 , 若 =n H 


k +1 





< 
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< < T Ri 
sup, | Vithy(Ay(t) = A(t) - G,(2)| 


= O(n Blog n), a.s. 
对 任何 0< tı < t2 < 成立, 其 中 G, (t) 如 (2.2.20) 所 定义 . 


2.2.3 4,(t) 的 强 一 致 相合 性 
引 理 2.2.3 ”以 概率 1 ,我 们 有 


an 1 
,sup llogF,(t) -logF(1)| = O(n ?Vloglog n). 
证 明 : 由 (2.2.6),(2.2.7),(2.2.9),(2.2.10) 与 (2.2.11), 我 
们 有 
log’, (t) — logF (2) 


fa) Hs) 
ú 1- H,(s) 


-f H,(s) ~ H(s) 
(1 - H,(s))(1 - H(s)) 
HETO tSr 成 立 . 

在 (2.2.23) 中 使 用 引 理 2.2.1 与 Glivenko-Cantelli 引 理 , 可 得 


dHi(s) + O(n") (2.2.23) 


sup |logP, (2) ~ logF (t)| = O(n 2 Vj loglog n). a.s. 
于 是 , 引 理 2.2.3 得 证 . 
定理 2.2.2 在 条 件 CIK, C34, TF, han? VToglog z — 
0 ,我 们 有 
Sup, lAa) - A(z) | FO 


对 任何 0 < io < t RX. 
证 明 : 易 见 
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farl 











anG) - aCe) KA x JaosF,() 














-f teliz * log (s) 
P a (ds - (J| 
Š Uu, + Un (2.2.24) 


对 任何 0 二 ; < to < r MU. 分 部 积分 并 使 用 条 件 C1K ,可 得 
Hi < ha ,sup, |logF, (s) = log (s)1J" |dK(u)| 


Mt FEAAM n 50 <: < to 成 立 . 由 引 理 2.2.3 且 注意 到 K(:) 是 
(p,q) 上 的 有 界 变 差 核 函数 ,于 是 我 们 有 


1 
sup | Unal = O(A;!a 2 /loglog n), a.s. 
<<, 
(2.2.25) 


ntl "a| ea - [KDA Cau | 
= Iko 一 h,u)du - [KGa rau 


BH A(t) 是 连续 函数 ,因此 对 任何 e >0,KFO<St<r,p 
< u < q 我 们 一 致 地 有 


观察 到 


Un, = 








. (2.2.26) 


là C(t- hu) -A(t)| < e. (2.2.27) 
由 (2.2.26),(2.2.27) , 知 
sup | H, | < e (2.2.28) 


对 充分 大 的 n 成 立 . 

因此 , SEA (2.2.24), (2.2.25) 与 (2.2.28) 我 们 就 得 定理 
2.2.2 的 证 明 . w 

定理 2.2.3 HERA CIK,C2A 下 ,以 概率 1, 对 任何 0 < ti 
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<<, 
a 
sup Ja, (2) — a(t) | = O(hsiin 2 /loglog n) + O(h,*). 


EBA : y FA (2.2.19), HEE MBI Wy, = |l, |, 此 处 I, 如 
(2.2.19) 所 定义 . (2.2.22) 我 们 有 
sup Up, = O(n) (2.2.29) 


对 任何 0 < t < see 因此 , (2.2.24), (2.2.25) 4 
(2.2.29) 一 起 就 证 明了 定理 2.2.3. 
2.2.4 A,(t) 的 渐 近 表示 与 渐 近 正 态 性 
记 
Xe) = 17 x (4) Fe. (2.2.30) 
定理 2.2.4 ”在 条 件 C1K 与 C4H 下 ,以 概率 1 有 
at) =p) -ARERO 
+ O(n-2 Vioglog n) 
对 任何 0 < 上 < rz 成立, 其 中 


RO = half K(G Jars). (2.2.30) 


为 证 定理 2.2.4, 我 们 必须 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 2.2.4 ”对 任何 0 < t< r, RNA 


+ O((nh,) !loglog n) 








logF, — logF 
__ Halt) - Hi(z) t Hii(s) — Hi(s) 
-+ G-H) O 


t H,(s) - H(s) 
"ha anle) 


(I H,Gs))( = H(s)) 
= nf! dH (s) 
° (1-H, (s) + E0 = H,(s)) 





+ Doa (t), (2.2.32) 
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其 中 Tz,(zt) 如 (2.2.7) 所 定义 . 
证 明 : 由 (2.2.11),(2.2.12) 并 分 部 积分 可 知 对 任何 0 二 t< 
t, RIA 
log, — log F 


n laf dH, (s) + dHn(s) 
"J n- nH,(s)+1 Jol- H,(s) 


+ dH,,(s) t dHn(s) 
o1- H,(s) Jol- H(s) 


f dH,,(s) _ í: dHi(s) 
o1-H(s) Jol- HG(s) 


=-f d(H (s) — Hi(s)) i H,(s)) 
~ I-H) — 


taafi dH (s) 
° (1 - H,(s) + $0 - H,(s)) 
:+ H,(s)- H(s) 
-fi HG) HGC) + h(t) 


_ _ An(t) - H (t) Hals) — H) (s) 
= +f; “CHG O 


R nf 4Ha() 
° (1- H,(s) + 4ya - H,(s)) 


H,(s) ~- H(s) 
~ PSHE Hay a) + Fg) (2.2.33) 








]+ tian) 





这 就 证 明了 引 理 2.2.4 
定理 2.2.4 的 证 明 :分 部 积分 并 使 用 引 理 2.2.3, 对 任何 固定 的 
0 < : < rz, 我 们 得 
a,(t) — A(t) 


= 9⁄2 ij: a(S, 





* (log, (s) - logF(s)) 
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.) 


=h; Irn “(logF, od 


Haly) - Hi(y) t-s 
ore i a G-H)? Ta HO HONK (所 


_ 7 dH,,(y) Ess 
+ Cahn)! ra qK 
n uk (1-H, (y) + 4) - Hy (y)) ( he 


afar H,(y) - H(y) Er 
-af | ATH Hy tHe (24K ( z 


t-s 
hn 


$- Ain + Ay, + Ay, — Ban + Asn. 














+ ha] tag s)dk ( 
(2.2.34) 





Bus 


Arn = fiko Sat) E G —h,u)du. 


由 此 及 (2.2.14) 与 Kiefer 定理 ( 见 Kiefer[46] ) ,得 
[áz [< sup IF,G() = FG) | - H(z)) 2 LRAD SK Cu )du 


< Cn 2 /loglog n, a.s. (2.2.35) 
而 使 用 2.2.1, 我 们 得 到 
| Ase < (nha) - (DaK(a)1 < C(nh,) "1. 
P 
(2.2.36) 
观察 到 


fs H,(z)- H(z) 
Aa h ‘| a 0-A, G0 - H(z 4 Ha(z) 
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t-s 
h, 


7 wey, a Sy Sos H(z) Ha) dHi(z)dK (4 = s) 








2 Hi(z)ar( 


H,(s))(1 — H(s)) 


É Asin + Maan 

而 由 Glivenko-Cantelli 531%, BRA 

| Asin | < C(nh,) 'loglog n. ( 2.2.37) 
注意 到 dH, = (1 ~ G(s))f(s)ds, 且 通过 分 部 积分 我 们 有 

aa [Ga RG EDO AGER 
x (1 - G(t — h,u))f(t - hu))du. 

又 由 条 件 C4H, KIHEI t > 0, f(t) 在 [0,r“] 有 界 .因此 根据 
Glivenko-Cantelli 引 理 与 引 理 2.2.1, 得 到 





1 
| Aganl < Cn ?Vloglog n. (2.2.38) 
易 见 
|As, | < sup. lizat) lh; 中 ‘laK(u)]. 


由 (2.2.9) ,我 们 有 


|As,| < C(nh,)`1. (2.2.39) 
注意 到 
= (aha) «(5 Zita = 11, 
dH,(t) = (1- Gio slide, 
我 们 有 
Ef, (z) 





E oaz 


imat 


= (hy) DS BUC, = 11%, = OK 
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stak H h, U sD g k| ü 三 jn(z)dz 











cel 一 工 
=a tak ; sie (2.2.40) 
使 用 (2.2.40) 并 分 部 积分 ,得 
— Ain(t) 
_ frlt) - Ef,(t) Ef, (t) a, Hi1(s) — Hy(s) £= 
= HD hn 由 > 1- HG) yar iy ) 


7 1a, Ha (s) Hils) t-s 
=a THs aT) 
_ f(t) - Ef, (2) 
“1 = H(t) 
ft. (Hi(s) — Ai(s))(H() ~ H(s)) , aK [! - s) 
à t- ph, (1 - H(t))(1 - H(s)) s ba 





+h 


(2.2.41) 
以 E(t) 定义 (2.2.40) 中 最 后 一 式 的 第 二 项 ,应 用 条 件 C4H, K 
关于 H(t) - H(s) 的 微分 中 值 定理 ,得 
E(t)<C sup. IH,.(s) - H (s)|(1 - H(z)) 2 


“| lant 


ee a.s. (2.2.42) 

因此 (2.2.34)，(2.2.35)，(2.2.36)，(2.2.37)，(2.2.38)， 
(2.2.39),(2.2.41) 与 (2.2.42) 一 起 证 明了 定理 2.2.4. 

定理 2.2.5 ”在 定理 2.2.4 的 假定 下 , 若 h,loglog n — 0, 且 


(nh,) tloglog n 一 0, 对 任何 0 < 上 < rz, 我 们 有 
(nh,)#(A,(t) -和 CD) > N(0,a(¢)["K%(u)du 
证 明 : 由 定理 2.2.4 及 条 件 
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h,loglog n > 0, Cnh, ) Sloglog n — 0, 
我 们 仅 需 证 
(nh)? FC) - E.G) ~ N[0, 0 - GUDAODS'K Cudu). 








(2.2.43) 
Ë Y; = (X;,6;), 且 
W,(Y,) = nyk (hata, =i]. 
At, f, (2) 能 被 写成 独立 且 与 
W, = hy aK [t= =jrrs = 1] 
同 分 布 的 随机 变量 的 平均 , 即 
h(t) = n127W,(X.). (2.2.44) 
MHS > 0 
E|w,, |?*? 





il 


f teat = nix = o [azk (E) hoaz 


TE Ca Ja - GO) Foy 


hyD [KEA Gl ~ huD) fle = hy ddu 


me GOOF [Kudu + hy 01). 
bp 


(2.2.45) 
类 似 地 ,可 计算 
VarW, = EW? - (EW,)’ 


=A- GG) fe) | Ku )du 
, 
+h,'o(1) + O(1). (2.2.46) 





$2.2 ”失效 率 估计 的 一 些 大 样本 性 质 111 





既然 条 件 (nh,) lloglog n > 0 BMT nh, > co ,根据 (2.2.45)， 


(2.2.46) 我 们 有 
E |W, z Ew, |2*2 21t 40(E |W..|2*2 +| EW, 12+?) 
< 一 0. 


2 tad < 32 Gs 2322 
n2 Var 2 ( W,) (mh,)2h,2 Var? ( W,) 





(2.2.47) 
由 Lyapounov 定理 ,(2.2.47) 是 
f(t) - Ef,(t) 
J =, N(0,1) (2.2.48) 
V Varf, (t) 
成 立 的 充分 条 件 . 
由 (2.2.44) 与 (2.2.46) ,可 通过 计算 得 到 
Varf, (t) 
= (mh) [0 - GCE) f(D] "K2(w)du + 001) + OG.) ]. 
(2.2.49) 


(2.2.48),(2.2.49) 一 起 证 明了 (2.2.43) ,因此 证 明了 定理 2.2.5. 
定理 2.2.6 在 条 件 CA 与 定理 2.2.5 条 件 下 , 若 


(nhn) loglog n — 0 Ë nht! 一 0, 则 对 任何 0 < ; < r 我 们 有 
Cahn) ŽAC) ~ a(2)) = N [oa Df Kudu) 
WEH : h (2.2.19), (2.2.22) (2.2.30) ,我 们 有 
(nh,)2 (g(t) = A(0)) 
= (hy)? (An (t) Tt) + O(n ERY). (2.2.50) 


注意 到 条 件 nht 0 BMT h,loglog n 一 0, 因 此 ,定理 2.2.5 中 
的 条 件 全 满足 . 于 是 ,使 用 定理 2.2.5 与 (2.2.50) ,我 们 有 


(nk POY = aa) N(0,a(0)["K*(u)au). 
这 就 证 明了 定理 2.2.6. 
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§2.3 均值 型 泛 函 估 计 的 一 些 渐 近 结果 


2.3.1 ”记号 与 主要 结果 


É Xi,X,,…,X, 是 非 负 独立 同 分 布 表示 生 存 时 间 的 随机 变 
量 , 有 共同 的 分 布 函 数 F, Y, Ya,…,Y。 是 非 负 独立 同 分 布 表 示 
删 失 的 随机 变量 ,有 共同 的 分 布 函数 G, 且 假定 诸 X; 独立 于 诸 Y;. 
在 随机 删 失 模型 中 ,我 们 不 能 完全 观察 真 的 生存 时 间 Xi,X2，…， 
X, ,而 仅 能 观察 到 

Zi = min(Xi, Y,), 6;= I[X, < Y,], i= 1,2,…,n, 
其 中 I] 定义 某 事件 的 示 性 函数 . 

本 节 考 虑 用 上 面 所 获 的 删 失 观 察 估计 泛 函 

&(F) = [a - F(e))40,(0), 

其 中 0,(:) 是 非 负 可 测 且 使 &,(F) < % 的 可 能 依赖 某 实 参数 u 的 
实 值 函数 . FE ç (F) 所 代表 的 一 些 例子 : (i) # O,(t) = t, 
&,(F) 表示 F(t) 的 平均 生存 时 间 ;(ii) 对 某 实 可 测 连续 不 减 的 函 
aC) Ru S0,# q0) = 0,0,(t) = I[q(zt) > wj, 则 &,(F) 
= P(q(X) >x), 特 别 地 , 若 g(t) = 2, WUE, (F) = 1- F(x); (iii) 


车 对 a > 0,0.(1) = usul yy F(z) 连续 时 
1- F(t") 


¿(P (= | TFF ) 是 累积 失效 率 西数 . 
下 面 ,我 们 定义 
aP = [1 F(t))a0.(e) 
估计 &(F), 其 中 Za = maxZ;,1 - F, 是 (0.1) 所 定义 的 
Kaplan-Meier 估计 . 
为 简便 计 , 以 下 用 9(1),&(F) 与 (所 ,), 分别 表示 9,(z)， 
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&,(F) 5 #,(F,). 

易 见 9,(t) = ct, ECF, ) 就 是 Gillt39] 所 定义 的 平均 生存 时 间 
估计 an HIER n (F(t) - F(1))/(1 - F(z)) 在 整个 半 直 线 
ESKA, Gil) 证 明了 ,的 渐 近 正 态 性 ,值得 指出 的 是 其 证 明 是 
不 严格 的 .本 文通 过 用 点 过 程 鞭 方法 证 明了 EE) 的 渐 近 正 态 性 ， 
并 建立 了 它 的 均 方 误差 与 一 个 概率 不 等 式 , 而 不 需 F, G 连续 的 假 
设 . 易 见 Gill) 的 结果 是 本 文 下 面 定理 2.3.1 的 特殊 情形 . 

在 陈述 结果 之 前 ,我 们 需要 下 面 记号 和 定义 . EAZ, ð), 
i = 1,2,…,n 独立 同 分 布 且 对 0 二 1: < %， 

1-H(t) = P(Z > t) = (1- F(t))(1- G(t)), 


H,(t) = P(Z<1,8 = 1) = J, (= G(s))aF(s), 
Holt) = P(Z<1,8 = 0) = f (= F(s))dG(s), 


H = H, + Ho. 对 任何 分 布 函数 开 (z) ,我 们 定义 rk = infft:K(t) 
= 1). 本 节 假 定 rr < rc. 易 见 ,rr = rr À rc = tp. 记 


He) = LUZ < i), 
Hy(t) = 19 1z,< 1.8, = 1], 


H,o (t) 


lZ <a = 0), 
且 设 
1 
aus i Ee 

对 任何 右 连续 的 函数 A(z), 记 AA(1) = A(t) - A(t-) 以 下 约定 
a 表示 任何 所 需 的 常数 ,对 s > 0,| = | ,而 =f 

s (st 0 [0,:] 

定理 2.3.1 FRE 
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wf" 4G east) < °; 
l: (1 = F(s))d0(s) 
(i) w| “=F | < 


满足, 则 当 V5 | (1 - FOD) + 0,48 
(n) 
Jn(&(F,) - €(F)) —*N(0,02), 
其 中 
1- F(s`) 1 
a = [fa - ranan ER L ayes). 
定理 2.3.2 ”在 定理 2.3.1 的 条 件 (i) 与 (ii) 下 , 若 存在 常数 序 
列 m, * ra 使 得 liminf n (1 - H(m,)) > 2log n Him sup | "(1 


- F(L))d(1) < ©, WJ 
E(&(F,) - €(F))? 


2 
-1 (1 — F(x))d6(x)| fm 1 
<10n on IFO | f IL GG) GGE) 


+ (a - rao) 


+ [ma vafa E Franco] 
对 充分 大 的 ”成 立 . 

定理 2.3.3 ”在 定理 2.3.1 的 条 件 (i) 与 (ii) 下 ,对 Ye > 0, 
若 存在 常数 序列 4 > 0 使 得 | “(1 - F(s))dF(s) 之。/8, 则 当 充 


分 大 时 ,有 

P(|é(F,) - &(F)| >e) 
ne? [° Sin) 
8m 27 








<al exp = 
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+ exp|— a(1 — H(t,))?(1 — F(z.))n}]. 
其 中 
(1 — F(¿))d0(:) 
i ES | H = TE =yaF(s), 
g(x) = 2p(1 + x)/x?, p(x) = x(log x -1) +1, 


Ja - Feas) 
G) = 4 | ey 


m= 4 sup 





A - G(tz)). 





2.3.2 ”定理 的 证 明 
记 
M, = Va (Hale) - [O - Hy(s-))dA(s)). (2.3.1) 
H Shorack 与 Wellner[72] 知 M, 是 [0,co) 上 的 关于 o 代数 流 
$, = o {ZI Z; < s],ô&I[Z: < s], 1 KiS n,s <t} 
WEE n AR, B. M, 的 可 料 变 差 为 
(M,) = [G = B.G) = aA(s))dA(s). (2.3.2) 
定理 2.3.1 的 证 明 : 设 
Ja (t) = I[0 < : < Zen). 
由 Shorack j Wellner[22], 3} 0 < £ < ry,0<t<Z,),4 
Vn(F,(t) — F(t)) 


1- F,(s") J.(s) 
=a- FUÍ’ T=FG) I EG) 


dM,(s).(2.3.3) 
设 
去 Z 
E&E) = [a - Fa). (2.3.4) 
因此 ,由 (2.3.3) 并 通过 分 部 积分 ,可 得 
Yn(6(Ë,) ~ & (F) 
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wf L-E) J(z) Wa 

-f [ Meno YH med, (1 — F(z))db(z) 
2 1-F,(s-) J(s) TH 

-(f THO rao) (1 — F(z))dg(z) 


i Be TRO sane 


S 


(2.3.5) 
又 令 


Zen 1-F,(t7)  Jn(t) 
halt) = (| O- F(a) 062) By sy 
0 < z < cy. 


M, (1) =- hs)aM,s), O0<t<ty. (2.3.6) 


BH h,(s) 是 可 料 过 程 ,由 于 M, (t) 是 [0, rn) 上 的 零 均 值 平 方 可 
BURR A th RE 


supl fC - F(x) )d0(2)/(L = F(s))| < 0 
得 


FO aC) 


< 六 E (1- F(z))d0(z)]_ 


E Jn(s) 
1= F(s) 


1- H,(s ) 





dA(s) 


É (1- F(z))d6(z)] 
< sup 
1- F(s) | 


[> (ga HGO ey 
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Ty 2 
ae Í a- oes 


: 1- F(s) 





x > Hr) f"a -= G(s"))dF(s) < œ, 
因而 由 Shorack 与 Wellner!7”) 中 附录 B 的 定理 3.1, 知 M,(i) 是 [0， 
ry) 上 的 零 均值 平方 可 积 著 ,因而 ,我 们 有 
MDO) = WG HDA = AMADA), < £ < mm 


(2.3.7) 
H Shorack 45 Wellner!” 中 第 七 章 定理 3.1 和 Glivenko-Ct-phlli 的 定 
理 ,及 定理 2.3.1 PRG), Gi) 知 


(Mf (f'a -Pea 


t 
0 





ie fy aah) dF(s) 
1- F(s) 1- H(s*) 1- F(s”) 


<{ [a - F(2))a0(2)]’ aa 
~Jo “—iSFG) 1- G(s") 


< sup 





[a - Feeda) 于 dFG) < O 
= 1- F(s) o1- G(s ) , 


(2.3.8) 
设 
M,,(t) = I[Z, < :,8, = 1] - fi1tz, > slaa). 
易 见 
M,(t) = FU Mule). (2.3.9) 
将 (2.3.9) 代入 (2.3.6) ,我 们 有 
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Tk 1 s t 
M,(1) =- Ffi oamo. (2.3.10) 


为 了 证 明 M,(t) 的 渐 近 正 态 性 ， 除 (2.3.8) 外 , 还 需 验 证 
Linderberge 条 件 ,也 就 是 要 验证 


六 | B9118, > eld(Mi)() -0，(2.3.11) 


2 
IHEM e > 0 成 立 , 其 中 B,(s) = (去 "9) . 


由 Shorack 与 Wellner!”) 中 第 7 章 定理 3.1, BER F ( -) > 
F(s~),H,(s°) = H(s-) Æ s € [0,:] 上 一 致 成 立 ,因而 再 由 


Glivenko-Cantelli 定理 ,我 人 有 B, (s) 22770 #E s € [0,z] 上 一 致 地 
成 立 . 因此 对 任何 e > 0 当 充分 大 时 有 I[B,(s) >e] = 0,a.s. 
Æ s € [0,t] 上 一 致 地 成 立 .由 此 推 得 (2.3.11) 左边 以 概率 1 为 0， 
于 是 (2.3.11) 得 证 . 而 由 (2.3.8), (2.3.11) MR PORE 
理 , 我 们 得 到 
M(t) —>N(0,0(t)),.0<t< tu, (2.3.12) 
其 中 
aay = "a 271 - F(s-) 1 
a = (|a - renam) [BOO] aac, 
(2.3.13) 





由 (2.3.5),(2.3.6) , 易 见 
M, 0) š Vn((F,) - &,(F)) - M,(¢) 


=~ fA, (saM,(s). (2.3.14) 
注意 到 


M,G) = Va CHa C) = HC) + ff BI iha), 


(2.3.15) 
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因此 
M) =- Vn] hy a Hls) - Hi(s)) 
Z. Vn(H,(s~) — H(s~)) 
i 
= M1(t) + M(t). (2.3.16) 
由 Major 与 Rejt5[54] 知 ,存在 Brown #t B(t),0 < ¢ < 1 8 


ote, | Jn (Hii (s) - Hy(s)) - BCH,(s)) | £5 9. 


dH,(s) 


(2.3.17) 


1 _ (| ` 1- F(t") 1 
ato) = ("A - Fenaa) E at 


部 积分 ,由 (2.3.17) ,Shorack 45 Wellner!) 中 第 七 章 定理 3.1 和 切 
比 雪夫 不 等 式 , 可 得 对 任何 s > 0, 当 上 — ry 时 

P(|M,,(z)| > e) 
< P(2 , sup | Vn (Hyi(s) - Hy(s)) - BCHy(s)) |h,(2) > e/2) 


+ PO J h (s)4BCH(s))| > €42) 
~ P(\"a(s)4BCHy(s))| > 2) 
r, r, 1 
< $E J roaga) <2 (ram) 


COTON 1 
x IS FO) I Tega) =o, 
(2.3.18) 








er 


类 似 可 证 当 t Mackat T Sapa Ty 时 
P(|M,,(:) > e) — 0, (2.3.19) 
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而 由 (2.3.14),(2.3.12),(2.3.16),(2.3.18) 与 (2.3.19) ,得 到 当 
n 一 co ,并 取 上 充分 接近 ty 时 
Jn(&(F,) ~ &,(F)) = M,C) + M,C) —N(0,a2), 
(2.3.20) 
其 中 o = 0 (ry), 07(+) 如 (2.3.13) 所 定义 , 易 见 
Vn(&(F,) - ¢(F)) 


=/n(8(F,) - Ë (F) - aÍ” (1 = F(t))d0(t). (2.3.21) 


(2.3.20) (2.3.21) 与 条 件 V#|” (1 = F(t))d0(2) 2+ 0 一 起 ， 


即 给 出 
Vn(é(F,) - €(F)) —N(0,0?). 
此 处 o? 如 前 所 定义 . 于 是 定理 2.3.1 得 证 
定理 2.3.2 的 证 明 :注意 到 Vz (€(F,) - 5,(F)) 是 (2.3.6) 所 
ELWER M, 在 : = Z. 处 的 赋值 ,于 是 有 
nE(&(F,) = &(F)) = ECM,)(t)) lesz, 


-sf (fa sapanta) 


Xr H.G — AA(s))dA(s) 
ty t Hey 1- F,(s~) 4 
< fre? | (Ja - reaa) EE] 
1 
x E? ata). (2.3.23) 


1- F,(s~) ] 


[(f"a = F(z))46(z2) | CEC, 
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tu 4 

< a- Bose ee 
j 1- F(s) 

于 是 由 有 界 控制 收敛 定理 和 Shorack 5 Wellner!” 第 七 章 中 的 定理 

3.1, 知 





e[ (fa = F(x))40(2)) (EE), ] 


1- F(s) 
~[ (Ja - Fenaa) EE) (2.3.24) 


É s € [0, ru] 上 一 致 地 成 立 . 因此 , 当 n 充分 大 时 ,我 们 有 
si[(f*a- F(x))40(x)) (Fe), | 
<2[|*a ~ F(x))d0(x) = Ji 


在 s € [0, ru] 上 一 致 地 成 立 . 又 
J, 2 
zf | 


=> (7) HG ys) 


(2.3.25) 


* 2 
< ne eee Nt — 3 
k? (1-H(s-))? 


k=1 





(pa - neor) 
+ HGP EG). (2.3.26) 
而 对 任何 。 > 0, 存 在 8 > 0 使 得 当 sup| E- (1 - BG) | < att, 


有 sup 





2 
1 
ë GHG | < °: $ Au = Hew] È- 01 - 


HCG )| < 31,AS 是 As 的 补 集 . 因此 ,由 (2.3.26) 我 们 有 


Jn 2 
š el 一 二 二 
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n? 1 n > GA Nip ag A 
<Z ols- aop eer) 
Ls n = -yytpm-k( s- 
+ Dep | -ggg (ga = HG es) 
1 sini 
TUTORI OD) 


<e+ (w+ P(sup|H,(s~) - H(s")| > 8) 


aH) 
(1 - H(s-)P 


1 = 
‘Gang A 





2 1 -2m8 1 M - 
<et (r+ THG) * amma OD, 
(2.3.27) 
由 (2.3.27) ,我 们 得 


E? 





J, 2 1 
(; 一 RG] < LHe) TOCOS (2328) 


# s € [0,rr] 上 一 致 地 成 立 , FÆ (2.3.23), (2.3.25) 5 
(2.3.28) 一 起 可 得 
nE(é(F,) - &,(F))? 


mf fn 1 - F(s~)\? 1 dF(s) 
< (| (1 ~ FCz))dg(z) Fe ) 1- HG ) 1- Fs) 


tuf ft 1- F(s))2 _dF(s) 
+ (|= (f a - renam FRED) e 











Ja - PCopaelz) 

EEG 

显然 ,对 充分 大 的 m ,我 们 有 
nE(£(F,) - (F) 


2 
| [Aerts (2.3.29) 


< o 1-G(s-) 


ta 2 
<2nE(e(Ë,) - š (F))2 + 2n([) (1 -= Fea) 


(a) 
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<2nE(&(F,) - &,(F)) 
4 ane (f; ae FCDA) ze > mJ] 
(a) 


UA 2 

+ ane (f; (p= FDA) IZ < ma) 
ty 2 
<2nE(é(F,) - ECE) + 2af (a — FDA) 


+2x(["a - F(z))d0(z))2exp| = n (1 — H(m,))}. 


(2.3.30) 

最 后 由 定理 2.3.2 的 条 件 及 (2.3.29), (2.3.30) 知 定理 2.3.2 得 
证 . 

定理 2.3.3 的 证 明 : 设 贡 (1) = LM, (2),0<2 < tw, 此 处 


Vn 
M, (t) 如 (2.3.6) 所 定义 .类 似 于 (2.3.5) ,我 们 有 
M,(t) --+f [Fa - F(z)db(z)] 


xl-F(s) J(s) 
1-F(s) 1- H,(s ) 


SRM, 是 零 均值 平方 可 积 轴 ,于 是 使 用 (2.3.9) 及 证 (2.3.7) F 
样 的 道理 ,并 由 1 - Ps) 入 2(1- FCs )), 1/1- H,(s)) < 
2/(1- H(s)),a.s.f#E s € [0,1] 上 一 致 成 立 这 一 事实 ,可 得 


(ML, )(t) 
IL f ft ú 2 1-F,(s-) 2 Jn 
35 ff; Q = F(z))46(z)) [ EO ) es ear 
x I[Z; > s](1 — AA(s))dA(s) 


dM, (s). ( 2.3.31) 





Lo nowo] taro, esm 


ua 
2 a = 1-G(s) 
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类 似 地 ,我 们 有 
sup|4M, | 


1- F,(s7) J, 
1-F(s) 1-H,(s) 


ia Ja - FG))46() 
< 1— Fls) ' (2.3.33) 


=< 


<| ("a > F(z))46(z)) 











1-G(t") 
设 
1 (1- F(xz)d0(<z) 1 
In(t) = sup tal FG Ik 1-GG@) dF (s), 
val (1 ~ F(s))d6(s) 
i-FG) — 
aS 1- G(t-) ? 


容易 看 见 对 任何 e > 0, 
P( sup M, (s)| > >) 


<P( sup |M,(s)| > $M, (2) < 1 sap lM, (s) | <c(t)) 


+ P((M,)(t) > m) + P(sup|AM,(s)| > c(t) 


= Ry, + Roy + Ron- (2.3.34) 
由 Shorack 45 Wellner!” 附录 中 不 等 式 6.1, 我 们 有 


_ _ne2 ($25) 
8q C(t)” \29 (t) 


其 中 glr), p(x) 如 定理 2.3 所 定义 . 设 
E,= {w:1-F,(s~) > 2(1- F(s`)), 


R,,, < 2exp 





(2.3.35) 








1 2 
BH) > rC HC Os € [0,4] 一 臻 成 立 |， 
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注意 到 
KMO) > nl C Ens 
| sup |4M, | > c(t)! CE, 
因此 ,由 Major 与 Rejt6559 ,对 i = 2,3, RINA 
Rin <P( sup lF, (s7) - F(s-)| >1- F(s")) 
+ PC sup |H,(s~) = H(s-)| > $1 - HGr)) 
0< < 
<a(exp{- a(1 - H(t ))*(1 - F(t7))n} 
+ exp -| (2.3.36) 


(注意 a 在 不 同 的 地 方 可 表示 不 同 的 常数 ). 

于 是 ,(2.3.34) 一 (2.3.36) 一 起 即 得 ”充分 大 时 
(Sn) 
8n 2m 


+ exp|- a(1 -= H(t-))?(1- F(t7))m} J. (2.3.37) 
选择 4 充分 大 使 得 “(1 - F(s))d0(s) < 。/8. 易 见 对 上 述 。 
> 0, 有 l 








P( sup IM, (s)| > ⁄2) < a [exp 


P(\é(F,) - #(F)| >e) 
<P( sup [M,(s) | > e/2) 
0<s A 


+ p([ Pa- BG) dots) > eA). 2.3.38) 
用 A, 定义 (2.3.38) 右边 第 二 项 ,并 选择 充分 大 的 te 使 得 
fra - F(s))d0(s) < = /8, T IÑ Major 5 Rejtö!™®! 中 的 (3.18)， 
有 

A,= PC) "(1 = Fy(s))ds > e/A,1 = By(s) 
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<2(1- F(s)) Xt s € [0,z] 一 致 成 立 ) 
+P(-R()>2(0-FG)) 对 seE[0,x] 一 致 成 立 ) 
< aexp|- a(1 — H(¿.))2(1 - F(t,))n}, (2.3.39) 
最 后 综合 (2.3.37) 一 (2.3.39) 就 得 


P(|é(F,) - €(F)| > €) <alexp 





ne? [ec(t)n 

-giel 2m ) 
+ expl- a(1 ~ H(t,))?(1 — F(t,))n} J. 

这 就 证 明了 定理 2.3.3. 








第 3 B 
删 失 回归 模型 


83.1 非 参 数 回归 模型 中 加 权 核 估计 的 一 些 收 敛 性 质 


3.1.1 模型 与 记号 


考虑 下 面 固定 设计 回归 模型 
Y; = g(z=i) +e, í = 1,2,0°,n. (3.1.1) 
其 中 Yi, Yoe, Y, 是 在 固定 设计 点 zi,zz,…,zw 的 测量 观察 值 ， 
eiser e, 是 独立 均值 为 零 的 随机 误差 序列 ,g(:) 是 定义 在 
[0,1] 上 的 未 知 回归 函数 . 不 失 一 般 性 ,我 们 假定 0 Š z < zi<… 
< 41. 
为 估计 g(z),z € [0,1], 人 们 已 提出 很 多 估计 方法 ( 见 
Berger!) 的 介绍 ) ,其 中 Priesley 与 Chao!) 提出 如 下 加 权 核 估计 : 


gaz) = D Sak [E jz ze [0,1]. 


(3.1.2) 
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此 处 K(:) ARAR, |h,| 是 常数 序列 且 h, 一 0. Priesley 与 
Chao!!! 在 g(:),K(:) 分 别 满足 a,pB 阶 Lipstchitz 条 件 ,e,es,…， 
e, SHILA Ai, Ee)? < oo 等 条 件 下 证 明了 g(x) g(x),x € 
[0,1]; mi Benedetti!) 通过 加 强 K (+) 的 限制 条 件 , 并 在 要 求 Eet < 
oo 等 条 件 下 证 明了 g(x) glr), x € [0,1]; ERE 进一步 
加 强 K (+) 的 限制 条 件 , 但 仅 要 求 Ee1? < co ,也 证 明了 Benedettit3] 
中 同样 的 强 相 合 性 结论 . 

这 里 考虑 Y;,1 < i < n, 因 受到 某 种 干扰 可 能 被 删 失 因 而 不 
能 完全 被 观察 的 情况 , 即 受 干扰 后 仅 能 观察 到 

Z, = min(Y,TH, 6= HY, < T,], i= 1,240, 
其 中 T, 称 为 随机 删 失 时 间 ,; = 1,2,…,n. I] 表示 某 事件 的 示 
性 函数 .现在 我 们 的 问题 是 利用 删 失 数 据 (2;,6;),i = 1,2, 0 
来 构造 g(z),zE [0,1] 的 估计 . 


3.1.2 ”加 权 核 估计 


考虑 到 这 类 问题 的 实际 背景 ,我 们 假定 Y,:1 < i < n, T: 
1 <; < n 均 为 非 负 独 立 的 随机 变量 且 诸 T; 独立 于 诸 Y;. W Y, 的 
分 布 函数 为 Fi ,而 T, 有 共同 的 分 布 函数 G, 且 记 Fis = 1- Fi = 
1,2, ,n,Fs = nz-1>)Fs,Gs = 1 - G,Hs = F,sGs,Hs = 


nD Hs EMANE F, 定义 rr = infle FU) = l, 
Vp > 0,F-o(i) = (stn) - 
以 下 我 们 均 假定 rr < re,i = 1,2,…,n. 由 于 
Bazes Z) = |” |“ Aie aF,G) = EY, = g(a). 


(3.1.3) 
因而 我 们 认为 16;Z;Gs (Z), 1< i< nn} 遵从 如 下 模型 : 
OZiGs (2;) = g(xi) + €;, i= 1,2,--,n. (3.1.4) 
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此 处 s : 1 < i 过 为 独立 均值 为 零 的 误差 序列 . 于 是 当 G 已 知 
时 ,利用 上 面 模型 (3.1.4) 及 Priesley 5 Chao!51] 的 估计 方法 可 得 此 
种 情况 下 的 加 权 核 估计 为 

Pa) = D Ek (T2652), 2 € (0,11. 


i=l 


(3.1.5) 
4 G 未 知 时 ,为 估计 g(z) ,我 们 进一步 作 如 下 假定 ; 
假定 3.1.1 V n 之 1 均 有 rt S maxier :1<i<nl< 
rc < °. 
由 假定 3.1.1 知 rt) 有 极限 (此 时 极限 可 以 为 无 穷 ) ,不 妨 设 
To = lim,t(n)» BR to < rc 和 ©. 现在 我 们 可 以 定义 G(z) 的 估 
计 如 下 : 
g(x) 


GTB, [z 
= > h, K| h 


i=l 





= z62012 < M,), = € (0,1). 
(3.1.6) 
其 中 M, 为 某 小 于 rt 且 单 调 上 升 趋 于 ro 的 常数 序列 ,而 


站 N (Z) Iò. =0,2 <t] 
Cys(t) = Wawa) S, HPS Zw, 


0, E t > Za 





此 处 Ze, = max| Zi, Z2, Za}, N* (Z;) = SZ, > Zj = = 


12,…,n.Gss 亦 称 为 Gs 的 Kaplan-Meier 估计 ， 不 过 与 通常 
Kaplan-Meier 估计 不 同 的 是 这 里 的 删 失 变量 (这 里 形式 上 把 Yi, 
Yass Y, 看 做 删 失 变量 ) 独立 非 同 分 布 . 

本 节 C 可 以 表示 任何 与 无 关 的 正常 数 ,还 有 N 可 表示 任何 
不 同 的 正 整数 . 
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3.1.3 gl) (+) 的 一 些 收 敛 性 质 


当 G 已 知 时 ,我 们 用 gP 估计 g(:). IAR gP) 的 一 
些 收 全 性质, 我们 需要 下 面 引 理 帮 助 . 
引 理 3.1.1 设 K(:) ER LERRA, IFE M 之 0, 使 


u > Mo Bt, K (u) 非 增 ,wu <- Mo BHR (u) EW, |° Ku) du 
< %, 若 存在 A > 0, 使 对 所 有 n HIHA max (zi - zi-1) < A/n JE 
Á n — ° ,nh, — oo 时 ,就 有 
bet D Ce IR 元 
HEB]; K (u) 所 满足 的 条 件 知 必 存在 Mi > Mu, 使 得 |x | > 
M, Mt, R (u) >0. 又 由 | K(u) du < © $i Ve > 0,3 M> > 
M. > M 使 


£ = 4; 





J [7 Rw) du. (3.1.7) 


o _ -M,_ 
[Ü Raya <£, [RK u) du< $. 
M, -%0 


5 
对 任 取 定 的 zxE (0,1)( 当 z =0 或 zx = 1 时 可 类 似 讨论 ) , 令 w = 
=i = 1,2,-,n, UH 0 = zo < x, < < x, = 18 


(z - 1)h;! =u, < up < < uo = zh; , BF o, = u,- W4 
(z - D)h;! = v< v< < o, = zh; HF h, 0, n HA 
大 时 可 保证 (x - 1)h,! <- 3M2,zhil > 3M1, FE 


WD Ca- a DR (2) = D Cua -uR u) 


I" 


Dew — 01-1) K(y;-1) 


(vi 一 mi-1) 开 (ui) 


li(z-D)A7 S <-2M,! 





$3.1 非 参数 回归 模型 中 加 权 核 个 计 的 一 些 收 伍 性 质 131 





+ Coi — vi) K (o-1) 
li: -2M,Sv <2M,l 

+ >» (vi - 0,4) K (9-1) 
122M, <u<ak 4) 


š Qin + Qon + Qon- 
由 |u| > M, Bt K(u) 的 单调 性 和 非 负 性 知 
-2M 5 -Mz € 
Qn <| KO du < | RO du < $. 
> ° _ 
Qs, <|” Rew) du < J) ROD du <$. 
车 记 i = minji: -2M1 < o, < 2M,| ,i = maxfi: -2M3 < v; 
<2M,| , 则 由 Rieman 积分 的 定义 及 KO) 的 有 界 性 , 易 得 
| 2, - U Ku) du| 
<| (vp + 2M,)K(- 2M3) + (2M: - ve)R (ve) 
+ Qo, -J ROD du 
+ (vy + 2M2)K(- 2M,) + (2M, - v7) K (oe) < $- 
综 上 即 得 
ax < z{z-2i) [° > 
We D (e - 2 DR (2) f R an| 








< Qin +|%, -J ROO du | + Q3» Pu Re du 
-2M, 
+ *K(u) du < e. 


于 是 引 理 3.1.1 得 证 . 
为 得 到 我 们 的 结果 ,本 节 还 假定 rr < r<, 且 记 an = 
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EA Z; = òZGs (Z) - EòZG3'(Z:), Zh 


= ZiI[l|a,Zi | < nb, K(u) =l|ul*K(u)0<a<1, ATK 
准备 ,我 们 可 得 到 下 面 的 

定理 3.1.1 设 g(z) 在 [0,1] 上 满足 c< 阶 Lipschitz 条 件 (0< 
a < 1),K(wu) 为 R! 上 的 连续 概率 密度 核 函数 , 且 存 在 Mo > 0, 当 
u > Mot K (u) EM, u <- Mo 时 天 (v) 非 碱 ,| KC) du 
< %, 若 存在 A > 0, 使 对 所 有 n 均 有 max (x; - z.) S An, H 
对 某 p > 22 ,存在 与 n 无 关 的 常数 C 使 maxEYAGS ?( Y,) < C, 
则 当 

(i) 2 < p<2.n? "hi? 0, 

(i) p >2,n hl? +0 
之 一 成 立时 ,就 有 

galz) > g(x), Vr € [0,1]. 

注 3.1.1: Y, 服从 均值 为 g(x;), 方 差 为 ci > 0 的 截 尾 正 态 分 
Hi, T; 服从 参数 为 的 指数 分 布 时 定理 的 条 件 max EY?Gs! “( Y.) 
< C 成 立 . 该 条 件 成 立 的 另 一 特例 为 zF, = tF, = = te = ro < 
rc, 即 Y, 为 具有 相同 上 界 的 随机 变量 . 

定理 3.1.1 的 证 明 :由 (3.1.3), Vx E [0,1]( 注 意 z 一 旦 取 定 
总 认为 不 变 ) ,有 

g(x) - g(x) 


三 ES) 8z.Gs'(Z,) | 
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+ [Satz # age 5)- f7 eK au] 
Iin + h. (3.1.8) 


我 们 先 证 1, +0,HF Ve > 0 
Pll >e)= P[|27a, z; | >e) 


= P(| aud! | > 。, 存 在 1<i<n 使 lawZ? | > n?) 


+ P(| Dani | > 。 对 所 有 1< i< n WE lanz? | < nË) 
š lu, + Iir Ç (3.1.9) 
由 切 比 雪夫 不 等 式 
Ia, < ÈP(lanZ? | > 由) 二 mr 六 alzy |, 
fel i=l 
(3.1.10) 
又 由 C, 不 等 式 得 
E|Z; |? <2°"[E|6Z,G3(Z,) |? +| E8Z,Gš1(Z;)|* ] 
= || lyGs'(y) |? dG(t) dF,(y) + ar(zi)| 
S27 [EYPGS?(Y:) + gr(zxi)], ¿= 1,2,--,n,(3.1.11) 


于 是 由 定理 有 关 条 件 即 知 
maxE |Z; |” < C. (3.1.12) 


pol 
pe ==) |z) 
< nk < max | [ h, K h, 


又 





-D tee (2), (3.1.13) 


由 定理 条 件 已 知 ,z > Mo Rt K(u) = |u |*K(u) 非 增 ,从 而 4 > 





134 S38 MORRE 





Mo B$ K (u) 亦 非 增 , 又 由 xz <- Mo BY K(u) = |u |*K(u) 非 碱 ， 
WE u <- Mo BY K(u) 亦 非 减 ,再 注意 到 K ( u ) 为 连续 概率 密度 
核 函数 , 故 由 引 理 3.1.1 得 

D Set (ZR) KC) du =1 (3.1.14) 
(注意 本 定理 条 件 (i) ,(ii) HARR nh, >). 由 K (u) 所 满足 
的 条 件 容易 看 出 K(u) AR 上 的 有 界 函 数 , 由 此 及 (3.1.14)， 
(3.1.13) 和 定理 的 有 关 条 件 知 在 p > V2 时 


Sat <C(nh,)'?, (3.1.15) 


Hy (3.1.10),(3.1.12) 及 (3.1.15) ,得 
OS Inn S Cn Ph, ? > 0,n + eo, (3.1.16) 
而 


I, < P( | Sanz layZ? |< nd] | > e) 
i=l 





<P(| Sanz = È ranz: | > e -| È Bendis J 
(3.1.17) 
由 于 EZ; = 0, 故 


|Ea,Z;| =|Ea,Z}I[|anZ} | > n$), 
i= 1,2,--,7,Z3, 如 本 节 一 开始 所 定义 . 于 是 对 p > V2, H 
(3.1.12),(3.1.15) 及 条 件 (i) 或 (ii) 得 


| È Ea, Z; |< X21Ea,Z;111a,Z; | > 3]| 
< È HEL lanz? |- lanz? PUL an2 | 


1 -1 
过 zz]) x° | 
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<n 33} fay PEIZS | < Cni hi’ —0, (3.1.18) 
由 (3.1.18) 知 对 上 面 的 。, 只 要 n 充分 大 就 有 
|È Fauzi < «2, (3.1.19) 
于 是 由 (3.1.17),(3.1.19) 知 
ha < P [| Sali - YBa 
现在 来 证 (3.1.20) 的 极限 为 堆 ， 下 面 分 /2 < p < 2 fl p > 2 两 种 


情况 分 别 证 明 . 
#N2 < p<2 





> 22). (3.1.20) 





P(| az; - È Ban 22] 


< cE[D (aZ; - X) Banzi) } 


<C X Ela,Z; |?” - |a, Zt | 
i=l 


< Cn Y lan lE IZ; | 
< Cnt hip —>0, (3.1.21) 
上 面 利 用 到 (3.1.12),(3.1.15) 与 定理 的 条 件 (i). 
车 p 宇 2, 则 由 切 比 雪夫 不 等 式 及 均值 为 零 的 独立 随机 变量 和 
的 不 等 式 , C, PERK Jensen 不 等 式 得 


P[| Zaz: - È tanzi 





e 
>$) 


b 





< CE| Danzs - Ea,Z;) 


< Cn? SNE la„Zi - Ea,Z;, |° 
i=l 
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< Cn DE lanz% | 


< Co È lan l'E IZ; [< Cn h, +0. (3.1.22) 
H (3.1.21), (3. 1. 22) 知 在 定理 的 条 件 (i) 或 条 件 (ii) FHA 
P||X anz; = È Eaz: | >+), (3.1.23) 


于 是 由 (3.1.20),(3.1.23) 知 Ta 一 0, 再 由 (3.1.16),(3.1.19) BP 
得 


In 20. (3.1.24) 
下 面 证 L, > 0(n > œ). 作 变 换 
u; = si =1,2,",n, (3.1.25) 
则 
Zi Xi-l 





Po= Dea) K (EF)- e0) 


=- DHE — hui) — g(z))(u; - uj-1) K(u;) 
i=1 


- [ale $ Cu - wid Ku) + g(z)] 


š - In。- IT (3.1.26) 
再 应 用 变换 (3.1.25) ,并 应 用 引 理 3.1.1 及 (3.1.14) ,得 


I=- g(x) 3) 三 一 z(=) g(x) 


=- oe du + g(z) 


=0, n— e. (3.1.27) 
X g(x) WE Lipschitz HF , 故 


[1 1<| X | el - huu) ~ gl) | (ui = wa) KC) 
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< Ch: K(u)|. 





Gea 
再 一 次 应 用 上 面 所 作 的 变换 (3.1.25) ,得 

N Z; — z;-r| z — z; |e_ [z — zi 
> h, ‘| h, K[ h, )| 


ae ha) eee re: 


i=l 


u; 





| Hin |< Chi 








< 





(3.1.28) 


上 面 利用 到 K 所 满足 的 条 件 及 引 理 3.1.1. 于 是 (3.1.26)， 
(3.1.27) ,(3.1.28) 就 证 明了 Iz, > 0,n 一 ,由 此 及 (3.1.8)， 
(3.1.24) 即 知 定理 3.1.1 的 结论 成 立 . 

稍 增 大 定理 3.1.1 中 p 的 下 界 , 即 可 得 下 面 的 


定理 3.1.2 RgO), KO), KO) 满足 定理 3.1.1 同样 的 
条 件 , 且 存在 A > 0 使 得 所 有 n IA max (z, - zi-1) <A/n, 车 


对 某 0<B<i, 当 p > LH BtVYG— py +8 VOTEL 时 ， 有 


maxEY?Gs *( Y;) < C,B Ye >0 及 任何 固定 的 x € [0,1], 若 


b)O<B<1,p >2, on hi < o 
之 一 成 立 , 则 有 
| | g(x) 一 glz)| > e)< oo . 
注 3.1.2: 在 定理 3.1.2 的 条 件 a) 中 由 于 1 = E+ VO BY +8 


< <2, Ri - p-B<-1, KM AER h, 为 充分 慢 地 趋 于 堆 
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的 序列 (如 取 A, = log-! n) 就 能 保证 
Sd PEP < oo. 
定理 3.1.2 的 证 明 : Ve > 0, 及 对 任何 取 定 的 z € [0,1] 
Syn P (|e) - g(z)|>e) 
< Dr PP | aP (e) - EsP > £) 
4 | | Eg? (2) - g(z)|> $) 


2 El, + Ez. (3.1.29) 
定理 3.1.1 已 证 | Eg) (x) - g(z)|-~0, 故 对 上 述 e > 0,3 Në 
n> N 时 ,有 

|E? (z) - g(z)|< £, 
于 是 
N 
= Dn PP [| EeP (2) - g(z)|> $)< æ, 
(3.1.30) 
再 按 定理 3.1.1 证 明 n, = 0 的 方法 ,可 得 
En < Èr P( Liin + Tian)» (3.1.31) 


其 中 Ians Io, W (3.1. 9) 所 定义 ， 从 而 由 (3.1.16), (3.1.20), 
(3.1.21),(3.1.22) 及 (3.1.31) 知 必 存 在 N > 1, 使 


N 
Ein < Dn Pig + Tian) 
n=1 


Fd 2_ 
+C >) nefn hl? + max |n# AY? Fad? | J 


n=N+1 
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> Cin + Tian) | Cuneo ae, 
n= n? n=1 


— 
#o<p<i lt (D t8 < <2, 


A 


Sy iin t Tian) SE 1- 
> 11 = + Coin? hl Pi 


车 0<p<1,p >2. 
(3.1.32) 
于 是 由 (3.1.29),(3.1.30),(3.1.32) 及 定理 3.1.2 的 条 件 即 知 定 
理 3.1.2 的 结果 成 立 . 
推论 3.1.1 RKO) gC), KO) 均 满足 定理 3.1.2 的 条 
件 , 且 存在 A > 0 使 对 所 有 n 均 有 max (z; 一 Zi-1) SA BUH 


p > 2# max EYG} (Y) < C.N V z € [0,1], Dn Sat? 
< ont, A 
gPa) g(x). 
证 明 :在 定理 3.1.2 中 取 8 = 0, 利 用 条 件 b) 即 可 得 
SPa) -g(z)|>e)< oo. 
再 利用 Borel-Canteli 引 理 即 得 本 推论 3.1.1 的 证 明 . 
3.1.4 g,” (x) 的 收敛 性 质 


本 节 除 假定 3.1.1 成 立 外 ,还 作 如 下 假定 : 

假定 3.1.2:F;,1 过 i < n,G 均 为 连续 的 分 布 函 数 . 
假定 3.1.3:ro < rc(ro 如 节 3.1.2 所 定义 ). 

假定 3.1.4: 对 某 6 > 0,lim inf log nFs(M,) > b. 
在 给 出 结果 之 前 ,我们 先 证 

引 理 3.1.2 ”在 假定 3.1.1-3.1.4 下 ,Ve > 0, 有 
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DP( sup, |[lbz6,sG2) = log Gs) |> e)< o. 


(3.1.33) 
WH: Ve € [0,M,], 定 义 B() = I[6; = 0,Z; < :],W| 


lbgG,s(z) = Sula = 0,Z < tllg| N* (Z;,)/(N* (Z;) +1)}. 
对 log(1 = GEARS Lau Taylor 展开 , 即 可 得 
logG,s(t) - log Gs(t) 


= |- LS BBs,) - log Gs(2)] 
+[- 2280) Ta + N° zy] 
j=l 122 
+ [- BG) aa + Nt (Z ~ AZ) ] 


Š Rm + Raz + Rp3- (3.1.34) 
因而 Ve > 0, 对 一 切 过 1 及 任何 上 E [0,M,], 有 
P(llogG,s(z) -log Gs(t)| > e) 


< XP[IR,G)| > §). (3.1.35) 
HF- E)E; (Z) =- Pes dG(z) ,于 是 


EDEL- B(DBs(2)]= log Go), 
因而 
Rule) = EDLO ñG)Bs(2))- E(- B(OHs(Z))]. 
ü (3.1.36) 


利用 切 比 雪夫 不 等 式 ,均值 为 零 的 独立 随机 变量 和 的 绝对 和 矩 不 等 
KC, RER, Jenssen 不 等 式 知 p > 2 时 , WF — JJ n > 1 E 
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Yt € [0,M,], 有 


P(|Ru(e)|> +) 
< cn 和 | 也 (8(DBš1(Z))- EB(OBS1(ZO)|* 
<Cn?- nb SE | B(OH (Z) - F(t) H(z) |? 
< Cn $1 SE | Ae) AS(Z,) |? 


< CGš?(ro)n 2F1-P(M,) < Cn 2FE?°(M,). (3.1.37) 
由 假定 3.1.4 及 (3.1.37) MFE N, 使 得 当 n > N 时 , 对 一 切 
t € [0,M,], 有 
P[|R,G)|> $)< Cb? 1n Flog’? 1, < Cn flogh n. 
(3.1.38) 
又 


Sn 1 1 i 1 
> FA +N? (Z)) SATYN Z (3.1.39) 


故 对 一 切 K Yt € [0,M,], 有 
P{1ReCoO1> $) 


<P( 








>$) 


> B (z) 
m (1+N*(Z))| 3 


` B, (t) , 
— Su S 
SEID arn E 


< Cr?! YE LR (ELC + N*(Z;)) ??|(Z,,8;)]}. 


(3.1.40) 
由 Koul, Susarlar 与 Ryzin'47) 的 推论 7.1 知 
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E[(1 + N* (2)) 22 |(Z;,,8,) ]< n 22 [Hs(Z;,) - n”. 
(3.1.41) 
而 由 假定 3.1.3 5 3.1.4 4 n KERN 时 ,对 一 切 zE [0,M,] 
9A Hs(t) - n! > H.s(M,)- n! > 0, 且 


[1 + (nHs(M,) - 1)-1] 
Hs(t) 


< [1 + (a -1)7') H(t), (3.1.42) 
其 中 a 为 大 于 1 的 某 常数 . 于 是 由 (3.1.40),(3.1.41) 与 (3.1.42) 
得 ”大 于 某 N 时 ,对 一 切 1 € [0,M,] 


P{1Ro(O1> $) 


(HsG:) - n) < 





anf Fs(u) 
Cae DJ, (Hs(u) - n`)?’ dG(u) 


<Cn ?Gs (ro) F5? (M,) < Cn -tlog? in. (3.1.43) 
又 由 切 比 雪夫 不 等 式 及 C, 不 等 式 知 对 任何 n 及 Yt € [0,M,], 有 


P([Ra(e)|> £) ‘ 





n 1 b 
ESEA HAZ) | 1z) ]]: 
(3.1.44) 


< cn Defer 


利用 Cauchy-Schwartz 不 等 式 ,得 

[ — t NP gg 
E| |I NZ) Hs(Z)| | »)] 
SH?(Z)EI + N* (Z;,))? |(Z;,8;)]E} 

[| + Nt (Z,)) - nBs(Z;)|22 | (Z,,8.)] (3.1.45) 


FUF PLEAR sy N 35 E Bü a 00 8 AT E ZR ESR ( BD Sy iË EY 
独立 随机 变量 和 的 不 等 式 可 得 
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E[|(1+ N* (Z,)) ~ nHs(Z;)|22 | (Z; ,8,)] 
< Cn? 3) [Hj (Z) + HE(Z) I< Co， (3.1.46) 
于 是 由 (3.1.44)，(3.1.45)， (3.1.41) 与 (3.1.46) 并 注意 应 用 
(3.1.43) 的 方法 ,得 n 大 于 某 N ,对 一 切 zE [0,M,], 都 有 
P([Ras(#)> $) 


< Caf D gg (1) [Bs2(Z)(Bs(Z,) - 2)? J 
< Cn GS? leo) | FE2%(u) dG(u) 


< Cn log ln. (3.1.47) 
综合 (3.1.35),(3.1.38),(3.1.43) 与 (3.1.47) 即 知 对 某 N , 4 n 
> N Bf 
P ( |logG,s(t) - log Gs(t)|>e)< Cn -多 og2z-ln 
(3.1.48) 
对 一 切 上 E [0, M,] 成 立 ( 注 意 上 面 的 p > 2). 
又 由 假定 3.1.2,3.1.3 知 对 任何 n log Gs(t) 在 [0,ro] 上 连 
续 , 因 而 一 致 连续 . 由 于 [0,M,]C [0,ro], 由 此 对 上 述 e > 0, 356 
> 0 使 对 一 切 n >1,[0,M,] 中 任意 两 点 pom REL y- yl < 


DRH llog Gs(7) - log Gs(y)| < +. 现在 在 [0,M,] 中 插入 
[7 
Š 





| 个 等 分 点 < m < … < mew ,此 处 N(3) £ [e]. 再 记 


70 = 9, Inos = Mn HF| wy; i-l < M,/{{*]+ 1)< Š, 
故 |logGs(7) - logGs(7n-i)| 入 si = 1,2,--,N(8) + 1. 
% |logG,s(4;) - log Gs(7)| < €42, H llogG,s( 4-1) - 
log Gs(mi-1) | < €/2, WR Ve € Cyr. 必 有 |logGs(t) - 
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log Gs(t)| <e HERE sup. llogG,s(z) — log Gs(z)| > e, W 
UFE i, HEA |logG,s(n;) - log Gs(q)| > e, HER (3.1.48) A 
n > N 时 

P ( sup, llogGus(1) -log Gs(t)| >e) 


N(a)+1 


< POU" 1llo6,s(0) ~ log Gs(0)| > e}) 

< (N(ó) + 2) max P( |logG,.s(9;) - log Gs(7)| > e) 

<c[# +o)" Flog fn < Cn Plog’? n. (3.1.49) 
因而 当 p > 2 时 就 有 


2 P( sup llogG,s(z) - log Gs(t)| >e) 
PeT] «<M, 


= >) P( sup, llogG,s(z) - log Gs(1)| > €) 


n= 


+> P( sup, llogG,s(z) - log Gs(t)| > e)< œ. 


n= N41 


这 就 证 明了 引 理 3.1.2. 

定理 3.1.3 HgO), KO), KO) 满足 定理 3.1.1 的 条 件 ， 
且 引 理 3.1.2 的 假设 全 部 成 立 , 若 存 在 A > 0 使 对 所 有 n WH 
max (z, = 23-1) < AZn , MJ Ye>0 及 YzE[0,1], 当 已 ,= 1, 


2,… 在 ro 等 度 连续 , 且 对 菜 p > 2, > n Fh? < oo 时 ,有 


E P(|g, dr) g(z)|> e)< ou. 


证 明 :对 任意 取 定 的 x € [0,1]. 
|g,2)(z)- g(z)| 





<| X Ek [2 — 286202) 1-2, < My] 
i=l n n 
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-三 和 (后 于 jzacat(z)702 < My] 
十 > sS ss S z za Gs (Z;) 
Dae s ee (Z.))| 
+ | tex (SE E[Z8G2(Z)] - z(z)| 
+|> 3 eer oe 22363 (ZDI[Z; > My] 
- š ee je(za.e3'(z,)112, > M,))| 
[X (Eac zoz > M.))| 
s 
$ Diba. 
=1 


(3.1.50) 
由 于 ro < rc | Ai max EY Gs ?( Y,) < toG? (to) < C, FË 
我 们 可 利用 节 3.1.3 中 证 明 In AORA — ENERE p > 2,n 充 
分 大 时 ,有 


E 

s (3.1.51) 
P(4aw > $)< Cn 

又 由 (3.1.14) 知 n 充分 大 时 


(3.1.52) 
As < (maxE8ZG31(Z)1[Z, > M,)) X Sk [z — =) 
fet n n 
<C max [Py an 


C max[ Fi(ro) - F,(M,)]— 0 


(3.1.53) 
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上 面 (3.1.53) 中 最 后 的 极限 式 用 到 F;,i = 1,2,… 在 to 的 等 度 连 
续 性 ( 即 FC) 在 ro 连续 对 所 有 i 宇 1 一致 ). BANER e, H n 
充分 大 时 


P(4s > $ )= 0. (3.1.54) 


由 (3.1.8) 所 定义 的 I, 一 0 的 证 明 , 知 在 此 亦 有 A3, > 0, 因而 对 
上 述 e, 当 ”充分 大 时 

P{ ax > $)= o. (3.1.55) 
Tih (3.1.14) 及 引 理 3.1.2 并 注意 到 M, < to < re, 知 n 充分 大 
时 


P(S > $) 


<P(>} s Big (So *1) | ZACZ) 


- Gs'(Z))1[Z < M,)| > $) 
(sap, ao- oso Ë s22ag[8=5)> s) 


log Es log GZ (0) 
< P(, sup, le Gys(t)} -e l> as) 


NE O(log s(t) -log G; CD) £ 
S P(Gs' (ro) gup, le NS s (logG23(2) 


S -1 € 
bgGs'())|> T=) 


su G g(t) -log Gs 
< ple lm s(t) -log G62) | 


,Sup, llogG,s(z) 
Gs(to)e ) 


- log Gs(t)| > A 


a 4, eGs(zo) )+ P(e sGs(ro) 
= P [e A, > Seg A >l 4, > on 4, <1) 
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Galeo ) (3.1.56) 


10roe 
上 式 中 0< 0 < 1,A, Š Sup, llogCus(z) — log Gs(t)|. 由 于 


<P, > D + P(A, > 


5 
P(|g? (zx)- g(z)|> e)< DP(4 >t 5) 


(3.1.57) 
FH (3.1.51), (3.1.52), (3.1.54), (3.1.55), (3.1.56) 及 引 理 
3.1.2 与 定理 有 关 条 件 即 得 本 定理 的 结论 . 
推论 3.1.2 ” 若 定 理 3.1.3 的 条 件 全 部 满足 , 则 对 V x € lo, 
1], 有 


Bn? (x) > g(x). 


证 明 :利用 定理 3.1.3 的 结果 及 Borel-Cantelli 引 理 即 得 本 推论 . 


83.2 半 参 数 回归 模型 中 的 相合 估计 


3.2.1 ”记号 与 主要 结果 


考虑 固定 设计 下 半 参 数 回归 模型 
Y; = zB +g(t,)+e;, i=1,2,=,n, (3.2.1) 
其 中 居 ii(i = 1,2,…,n) 是 已 知 的 设计 点 列 ,8 是 一 维 未 知 参数 ， 
eC) 是 定义 在 闭 区 间 I 上 的 未 知 回归 函数 ,e;,j = 1,2,…,n, 是 
均值 为 零 方差 为 o? 的 随机 误差 序列 . 
关于 模型 (3.2.1), 有 几 种 估计 p 与 g(. ) 的 方法 . 其 中 一 个 主 
要 的 方法 是 Engle,Granger 与 Rice[2?] 所 提出 的 偏 最 小 二 乘法 , HSE 
AU 在 随机 误差 为 $ 混合 情形 下 定义 了 8 与 g(') 的 估计 并 研究 
了 其 强 相合 性 . 而 对 zx;,t;,i = 1,2,…,n 为 随机 的 场合 已 有 更 多 
的 研究 ( 见 洪 圣 岩 !101 Chen? ,高 集体 与 赵 林 城 [381 ,高 集体 [99] 及 
其 所 列 文献 ). 
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众所周知 ,在 一 些 实际 问题 ,如 可 靠 性 寿命 试验 , 医药 追踪 试 
验 及 对 生存 分 析 等 领域 的 研究 中 , Y, 常常 因 被 某 随机 变量 C, 随机 
右 截 断 而 不 能 被 完全 观察 ,我 们 仅 能 观察 到 
Z, = min(y,C)， 6, = ILY; < C,], 
其 中 i = 1,2,…,n,I[*] 表示 某 事件 的 示 性 函数 . 
现在 的 问题 是 要 考虑 如 何 利 用 上 面 所 获 的 截断 数据 (Z; ,6;),i 
= 1,2,…,n 去 估计 参数 8 和 未 知 回归 函数 g(, ) ,并 希望 所 定义 的 
估计 有 通常 的 大 样本 性 质 . 
以 下 ,我们 均 假设 Y1,Y,,…, Y, 彼此 独立 , 且 Y; 有 连续 的 分 
布 函数 Fi,i = 1,2,…,n. C1,C,,…,C, 独立 同 分 布 ,有 共同 的 连 
续 分 布 函数 G. 易 见 Z, 的 分 布 函 数 是 H; = (1- F,)(1 - G),i = 
1,2,…,n. 此 外 ,为 方便 计 ,对 任何 分 布 函 数 V(. ) ,定义 Vs(.) = 
1- V(-),cy = infle:V(t) = 1}, MAEM r > 0, VC) = 
[V(:)] …, 且 约定 本 节 中 的 a 可 表示 任何 所 需 的 常数 . 
以 下 始终 假定 Tr, < Tosi = 1,2,…,n. g(t) Æ I LÆR. 
注意 到 
E8Z Gs 1(Z,) = P Tr GG) tG(AF,(y) = EY, 
= Br; + g(ti), i= 1,2,,n. (3.2.2) 
由 此 我 们 认为 {6;2Z;G51(2;)| 遵从 如 下 模型 ; 
8,2,G5'(Z;) = Bx; + g(t;) + ei,i = 1,2, ,n, (3.2.3) 
其 中 e1 ,es,…,e, 独立 且 均 值 为 零 . 
记 Zig = 6.2;G51(2;),i = 1,2,…,n. FÆ G BRM, HH 
A 中 的 方法 在 此 构造 g(. ) 的 估计 如 下 
gn(t) Eg,(1,8) = DW. (t)(Zjg - zB). (3.2.4) 
其 中 0 入 W(t) < 1 为 权 函 数 ， j = 1,2,- 


Mid Zig = Zig - EWU) Ze =z- Phe 
j=1 j=1 
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= Dz. 于 是 又 参考 非 截 尾 情形 下 对 8 估计 的 定义 ,在 此 我 们 可 
定义 p 的 估计 


B. = 2 20/8. (3.2.5) 
因而 由 (3.2.4),(3.2.5) 知 z -) Æ G 已 知 的 情形 的 最 终 估计 为 


EC) 4 galta) = D Wull Ze - zÑ). (3.2.6) 


首先 ,我 们 给 出 B,g,(*) 的 强 相合 性 和 p(> 2) 阶 平均 相合 
定理 ,为 叙述 简洁 , 先 列举 如 下 条 件 
Al: 存 在 p > 2, (818 E|Y;|’GEPCY;) S a,i = 1,2,…,n. 


A2:(i) ESE <a 


1 
(ii) Š,! < an 2 Vlog n. 
Gii) 对 Al 中 的 p > 2,Š;! < a min|n l2(]og n), 
n*/? (log n) 1]. 


A3:(i) W € 了 一 致 地 有 | DTW, (2) -1| = o(1) RE. 
Gi) 对 任何 a >0， >) W(t) = o(1) 关 于 :ET 一 


l|s-|>a 
致 成 立 . 
Gii) 对 € 工 一 致 地 有 
Ea W(t) < a min{ n 2?(log n) ,nt(log n) 1] 
成 立 . 


(iv) PLAZO | <a,,% 2 € 了 成 立 ,这 里 a, 表示 可 


与 t 有 关 的 常数 (就 取 定 t 而 言 ). 
定理 3.2.1 若 条 件 Al,A2(i),(iii) 5 A3(i), (ii), Gi) WE, 
则 
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B, — B. (3.2.7) 

若 再 满足 A3(iv) , 则 
za) SS gl), V: ET. (3.2.8) 
定理 3.2.2 AE AL,A2(ii) 5 A3(i), (ii), (iii) 满足 , 则 


E|\B, - Bl? — 0,n — œ. (3.2.9) 
若 再 满足 A3(iv) , HJ 
Elg,(t) - g(t)|*+0,n 一 oo. (3.2.10) 
但 在 G 未 知 时 ,为 估计 8 与 g(.) ,一 个 自然 的 作法 是 用 G 的 
IRRA, g, C) 中 的 G. 这 里 我 们 采用 Koul, Susarla 与 Ryzin[47 
中 
G,,(t) = TI 1A + Zt(Z,))/(2 + N*(Z,)) S50, 
一 oo < z < oo 
作为 Gs 的 估计 ,其 中 


= Iiz >). 


但 考虑 到 Gult) 的 渐 近 方差 在 充分 大 t 时 的 “爆炸 ”行为 , 因 
而 这 里 我 们 并 不 简单 地 用 Cs 取代 B,g 中 的 Gs 以 获 8,sg 的 估计 ， 
而 是 作 适 当 的 修正 , 即 定义 


B, = 22 z, l Ze IZ, < My] 
- DW, (t:) Ze I[Z, < M,]I/82, (3.2.11) 
j=1 


BD) = Wyle) Ze (Z < M,] zl, Yt e1 


(3.2.12) 
分 别 作 为 8 与 g 的 估计 ,其 中 Ze 是 用 Cs 取代 Zic 中 的 Gs 而 得 到 ， 
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M, 是 趋 于 ro Š limrt ,的 正常 数 序列 ,此 处 ro = max| tp :1 < 
i< nl. 为 给 出 Burg BMA p(> 2) 阶 平均 相合 定理 ,我们 
再 列 下 面条 件 : 
A4:(i) X} b >0 RAIG) FPH p2, lim log nH??(M,) > b, 
Ht Hs (-) = + Hs yi 
GD 对 0 < < 1 及 Al(i) F p >2,ff d > 0, 使 得 
limn H3 (M, )> a 成立. 
A5:(i) 对 Al(i) 中 p 宇 2,5,- pues |< -žog Von, 
(ii) 对 A4(ii) 中 的 0 < 9 < 1 AG) HH) p > 2, 


sz |z, | < an7! Plog! 


A6: 对 4 E 工 一 致 地 有 maxWu(t) < an ?. 
定理 2.3.3 #BÆ A1,A3 (i), (ii) 及 A4(i) ,AS(i) 5 A6 W 
E , WJ 


B, — p. (3.2.13) 

若 再 满足 A3(iv) , 则 
Ent) > g(t), Vt € I. (3.2.14) 
定理 2.3.4 BAF AL,A3(i), (ii) 与 A4(i) ,AS(i 满足 , 则 
El,- BP—>0, n>. (3.2.15) 


若 再 满足 A3(iv) , 则 
Elg,(t) - g(t)|">0, n— e,Vt € I. (3.2.16) 


3.2.2 ”定理 的 证 明 


引 理 3.2.1 ”车 随 机 变量 |1X| < 1, 则 
Eexp( |X|) < aexp(E |X |2). 





152 第 3 章 MORRE 





证 明 : 由 不 等 式 exp(z) < 1 + z + z2 < exp(z + zx?), 得 
Eexp(|X|)<1+ E|X | + EX? 
<exp(E|X| + EX?) < aexp( EX’). 
于 是 引 理 3.2.1 得 证 . 
定理 3.2.1 的 证 明 :容易 看 出 


Ba- B= 52372 (Ze ~ 28) 


II 


52 Zale) — gn(ti)) + 32 Dee: 


21), + sm (3.2.17) 

现 往 证 
I, — 0, (3.2.18) 
I, > 0. (3.2.19) 


先 证 (3.2.18) ,事实 上 


Iin S max |g(t;) - Eg, (t;)| 55? 9 |Z; | 
1<isn =i 


+57 





3) 2:( Bes C) ~ gals))| 


In, + Than: (3.2.20) 
EAHA 中 的 (22) 及 g(t) 连续 因此 在 :E 了 一致 连续 的 性 
质 ,再 由 A3(i), (ii) 与 (3.2.20) ,我们 有 

max |g(ti) — Eg, (z,)| 


1<i<n 


<a pax | waco -1| + pax |È W,GOI5 = 8 >a]| 


+ max | D Wael) -els - | <a] |o, 


(3.2.21) 
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合 (3.2.20) 对 Tir, 的 定义 并 应 用 条 件 A2(i) 就 证 明了 
Ia >0, n>. (3.2.22) 


参考 Erdos! 的 截断 技巧 可 证 Ti。 “> 0, 事 实 上 


Ima = > (š 2 DEW W(4))e Da, (3.2.23) 


对 任何 取 定 的 e > 0 及 革 自 然 数 


(1 + p)log n + 2loglog n 
Nea ploglog n 


ey = ell lanes] <n], Iian = Danje» 
j=1 

enj = el[n" <|a,e | < e/N,], Io, = D anj ens 
gel 


£ = ell laqe;| > eZN;), an = Bayem = 4 paxE. 
由 Chebyshev 不 等 式 , 知 对 任何 u > 0, 有 
P(| Io,| > e) < exp|- eu/n {Eexp{u! Ii2nl/ Mm}. 
(3.2.24) 
# u = min|e/(27, Y) a2,), np} W| ua e; l/m < 1, 于 是 应 
用 引 理 3.2.1 可 得 。 


P(\Ti2,1 > e)< expl- eu/m } [T Eexplu lanez 1/m | 


jel 


< a exp|- uz + De | (3.2.25) 


若 e/(2m 21425) > np, M) u = ng, Hu dia, < e/(27,), 由 此 


及 (3.2.25) 可 得 
P(|Ii2,| > e) <a expl- en/2}. (3.2.26) 
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若 sy(2 Sta?) < ng, Mu = e/(2 加 > )a2i) ,于 是 





PC | Tian > e) < a exp|- e749, >) 3;) |. (3.2.27) 
j=1 


由 条 件 Al 可 推 知 加 <a. 而 由 条 件 A2(i) ,A3(iii) 可 得 


SY < (maw, G.) (S SHE l< a(log n) 2. 
(3.2.28) 
由 此 及 (3.2.27) ,或 (3.2.26) , 均 可 得 


DPC ra, > e) < oo. (3.2.29) 


至 于 Ton RAV 
P(| In| > s)< P(BDHE 1< i, Sing Ss Sin < n 使 得 


lanie l > nl, Lani, ei, |> n!) 
p p 


< > [Pde > Clay, I) 


ISIS << i Se kl 


< >; IT»? lay, IPE le; |. (3.2.30) 


suq tes ea k= 
注意 到 条 件 Al BK maxE le, |? <a, fi ARF A2(i) 与 A3(iii) 
可 推 得 max lanj | < an “12. (log n) !. 由 此 及 (3.2.30) 知 


SPC |o, l > e)< a Š) nNe* PN (log n) PN, 
nol n=l 


= 1 
<a>) ——; 2 2. 
<e2, aiken” (3.2.31) 


注意 应 用 切 比 雪夫 不 等 式 及 条 件 A1,A2(i) 与 A3(ii) ,可 得 
P(IIG,]| > e)< P( 至 少 存在 1 之 j <n tE la,e;| > e ZN,) 


Sad) lanj |E le; |? 
jsi 
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< an( max max W,, (三 ))2(S7 DIE? » 


< an !(log n) ?, (3.2.32) 
于 是 由 (3.2.32) , 即 得 
‘Saye a 
2 PC Tina | >e)< <È ar< . (3.2.33) 


SEE (3.2.29), (3.2.31) 与 (3.2.32) ,我 们 得 
ÈPO Tiel > e) < oo. 
因此 ,由 Borel- Cantelli 引 理 即 证 明了 
liza > 0. (3.2.34) 
BA, (3.2.20), (3.2.22) (3.2.34) 一 起 就 证 明了 (3.2.18). 
仿效 证 (3.2.34) 的 方法 可 证 在 条 件 Al 及 A2(iii) 下 , 有 
(3.2.19) 成 立 , 于 是 由 (3.2.18), (3.2.19) 与 (3.2.17) 即 证 得 
(3.2.22). 
下 面 证 (3.2.23). Ve € I 
Bn(t) — g(t)= (g,(t) — g,(t)) + (g(t) - Eg,(t)) 
+ (Eg(t) — g(t)) 
2 IL, + Un, + Ign. (3.2.35) 


因 IL, =~ Š) Wuz; (À, - 8), 于 是 由 A3(iv) 及 (3.2.22) 即 得 
I, — 0. (3.2.36) 
又 仿 (3.2.34) 的 证 明 可 证 在 条 件 Al 与 A3(ii) 下 ,有 
Ih, = PLACII +0, 
类 似 于 (3.2.21) ,我 们 有 


ID, ~0,n 一 oo. 


由 (3.2.35) ,就 得 (3.2.23) 的 证 明 . 至 此 定理 3.2.1 得 证 . 
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定理 3.2.2 的 证 明 :由 (3.2.17), 得 
D lel) - Eg,())| 





IB, - BIS S2 





Bil. 


+ 87| DEE) - ane) | + 82 
于 是 由 C, 不 等 式 , 有 


EIB, = BIS a (S3? | $ Elet) - Beat” 
+ 5,28 | DEEG) -gD |” 


+ SE) za | 
i=l 


4 a(E,, + Es, + Es,). (3.2.37) 
由 (3.2.20) 与 (3.2.22) 知 这 里 
El, 0,n— oo. (3.2.38) 


根据 Whittle 不 等 式 及 条 件 A2(ii) ,A3(iii) ,我 们 有 


Ex = SE| DEC Wy(4)6)1]" 


< a5; DK Ew, (1) )?(E le; [P27]? 


j=1 i=l 
< an’Š;’( max max W(ti))? — 0. (3.2.39) 
1<;<Sn1<i<n 
如 同 证 (3.2.39) ,由 A2(ii) 可 证 
Es, = SIYE | D ze: |° < 2213212, 12E le; Pe? 
i=l i=1 
< aS; — 0. (3.2.40) 
综合 (3.2.37) 一 (3.2.40),(3.2.9) 得 证 . 


由 (3.2.35) ,我 们 有 
El|g,(t) - g(t) |? 
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<a(Elg,(t) - g,(t)|° + Elg,(t) - Eg,(z)|? 
+|Eg,(t) - g(t) |? (3.2.41) 
利用 条 件 A3(iv) 与 (3.2.9) ,得 到 


Elg,(t) - g,(t)1 = 





> W(t); |E l, - gl’ — 0. 


(3.2.42) 
应 用 Whittle 不 等 式 及 条 件 A3(iii) 及 maxE lejl? < a R-E F,R 
们 有 


Elg,(t) - Eg,(¢)|’< E| > LAON 





<a( 3) Wy (t))?? +0. (3.2.43) 

在 本 定理 的 条 件 A3(i) ,A3(ii) F, 并 注意 本 文 始终 假定 g(t) 在 闭 
区 间 上 连续 ,与 (3.2.21) 同 法 可 证 

|Eg,(t)- g(t)|? +0, n+>o,Vt€ I. (3.2.44) 
FAH , (3.2.41) —(3.2.44) 一 起 证 明了 (3.2.10). 

引 理 3.2.2 ”对 任何 + > 0 
E\(1 + N*(2:)) "|(2i,6)| < an" [Hs(Z,) - nh", 
El(l+ N* (2:)) '|(Z,,8,),(Z;,8,)1 
Kan "[Hs(Z,) -2n |”, 1<i,j<n, 


st As) = L 3YTBs CD. 


证 明 : 见 Koul,Susarlar 与 Ryzin[47] . 
定理 3.2.3 的 证 明 :容易 看 出 


B.-B 252 IR (Ze. - Zo)1[Z, < M,] 


- 82 02,5 Walt.) (Ze, - Ze) LZ; < My] 
it j=l 
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十 S72 Dz(ZollZ, < M,] - Zic) 


+ 52352, WwW) (Ze - ZellZ < M,]) 


n 5 
+ 82° Xx (Z - 28) š > An (3.2.45) 
首先 证 
An 二 全 0. (3.2.46) 


由 前 面 Zio, 及 Zic 的 定义 ,并 注意 应 用 C, 不 等 式 ,得 
ElAnl? = So Ý |=, \"E18;12, "IZ; < My] 


E(|G78(Z,) - Gs'(Z,) | |(Z,,8,)]] 3.2.47) 
注意 到 G 1 与 Susarla 45 Ryzin'™4) 中 W, 相同 ,于 是 我 们 有 
GA(Z) < (n +1)AN*(Z;) +1). (3.2.48) 
H (3.2.48) SIRER: |x -yl <|log = -log y|, 0< z <1,0 < 
y 近 1, 我 们 有 
E,(G,s, Gs) 
= ELIGiMZ,) - Gs(Z,)|?|(Z,,8,)) 
= E[G,#(Z,)Gs?*(Z,)| G,s(Z,) - Gs(Z,)|?|(Z;,8;)] 
+ -2p 
< czo | (st) eza] 
x E!2[ |logG,s(Z,) - log Gs(Z,)|2?|(Z,,8,)]. (3.2.49) 
定义 B(z) = I[6; = 0,Z, < =],WJ 
logG,s(Z;) — log Gs(Z;) 


=[- F DB(ZHs(Z;) - log Gs(2)] 


+[- Yaad LQ + N° z] 
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+ |- iraola H(z))] 
š T, + Tyo + Tas- (3.2.50) 
既然 
-ELB(2)H5(2)1(2..0)] =~ [° acu), 
我 们 有 
LS EL- BC2) Hs(2)1(2.,0)] 


oN Pacu) - Lita, = 0]Hs1(Z;) 


2 1 x Fis(u) 
= log Gs(t) + L HUI) 


- L Ifa; = 01Hs!(2,), (3.2.51) 
H (3.2.50) 中 Ta 的 定义 ,由 (3.2.51) ,得 
Ta= 15i- BIZDA (Z) - El- B(Z,)Hs'(Z,) | (Z, 6) 


if es Fis(u) 
Hs(u) 
nit + Ta + Tais- (3.2.52) 
利用 Dharmadhikar-Jogdeo(D-J) 不 等 式 ,可 得 
El|T,al22|(Z,,ë,)1 


= dG(u) - Irta = = 0]Hs1(Z;) 


< an E || DBZ)Ha(Z,) 
- E(B (ZDA; Z) (Z, 8;)112? (Z8) 


< an(n - 1)? YE |B (Z,)Hs(Z,) |?" IZ) 


ji 
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Fs(u) 
<an” P a dG(u) 
ine 
< an °Hs??(Z;). (3.2.53) 
又 易 见 
E| | T, |22|(Z,,8,)]| < an 2PHš22(Z,), (3.2.54) 
El||TaÍs|22|(Z;,8,)] < an 29I[8, = 0]Hš22(Z;). 
(3.2.55) 
由 (3.2.52) 与 (3.2.55) ,我 们 有 
El|Tal|22|(Z,,8,)] < en PHš22p(Z,), (3.2.56) 


又 因 
z ; Sh iea 
DTN 2) SI rm (Z? 
于 是 我 们 有 


El | T,2(Z;) 12? | (Z;,8;)1 


< ak || EBA + N° (7) |(Z,,a)| 
fut 
< an? D EBZ + N° (Z) | (Z8) 


< an?! SEIB(Z)EL + N* (Z;)) * | 


(Zid), (Zò) II CZD (3.2.57) 
在 (3.2.57) 中 应 用 引 理 2.3.2 的 第 二 个 不 等 式 , 知 n 充分 大 时 
El] Ty2(Z;) | 1(Z;,6;)} 


< an" 51E|8(Z)[Bs(Z) - nt] 2|(Z,,8.)] 
< an?! 31 E[2%8(Z,) Bs2(Z)|(Z,,8)1 


< an 2PHš*2(Z,). (3.2.58) 
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通过 简单 的 代数 运算 ,可 得 





iy n 
T<, 276 (2) (1 + N* (Z;)? 
-SEa + N° (2)) ~ MZ) 


š Ta - Ts. (3.2.59) 
由 (3.2.57),(3.2.59) ,我 们 有 
El|T,a|22|(Z,,8,)]| < an Hs?(2;). (3.2.60) 
使 用 C, 不 等 式 ,得 
El | Tal?’ | (Z, 0) 


av n 1 2p 
San ‘Dea (Z)E|| 1+N*(Z) 到 | 


|(Z,8),(Z,6)]1(Z,,a)1. (3.2.61) 
由 Schwarz 不 等 式 ,我 们 有 





oe Sd a 
E[|I7 8553 mts) |(Z2e30,(2,,8)] 


< H5? (ZELA + N* (2;))) ?|(2;,6;), (2,,6;)] 
x El2[|(1 + N* (Z,)) - nHs(Z;)|*|(Z,,8,),(Z,,8,)]. 
(3.2.62) 


W H$ (Z) = wa tal) 于 是 由 D-J 不 等 式 ,我 们 有 
ELIG + N* (Z))- = (2) 1- (2:,6:),(Z,6)] 
<E[| Bz > Z1- 6 - DB£5(20121(Z,3),(2,a)] 
+1 sitz > Z]+ HY(Z) 


< aln - 12127 [Hs + H#(Z.)] + 3 < an’? (3.2.63) 


GB 
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根据 (3.2.61) 一 (3.2.63) 与 引 理 3.2.2, 我 们 得 
E| | T, 122 | (Z;,8;)} 
< an" DEIB(Z) Hs (Z )n *[Bs(Z) - 2n 1] | (Z;,8,) | 


< an? SY E1B(Z,)2"AS*(Z,) | (Z,.8,)| 


<an~’H5*?(Z;). (3.2.64) 
FE, (3.2.59), (3.2.60) 5 (3.2.64) 一 起 就 给 出 了 
E{ | T, ||221(Z,,8,)| < an ?Hs?(2;). (3.2.65) 
由 (3.2.50),(3.2.56),(3.2.58) 与 (3.2.65) ,得 
ElllogG,s(Z,) - log Gs(Z,)|2° | (Z, 3) < an Hs *?(Z;). 


(3.2.66) 
结合 (3.2.66) ,(3.2.49) 并 应 用 引 理 3.2.2, 即 得 
E,(G,s, Gs) 
< aGs?(Z,)((n + 1)/n)”|Bs(Z,) - n} tn 9⁄2RS29(Z,) 
< m ?? G3’ (Z;)H5”(Z;). (3.2.67) 
再 由 (3.2.47),(3.2.48) 与 (3.2.67) ,有 
E|A,,|” 


< ain D7 ||? 
it 
+ E16;|Z,|*I1Z; < M,]G5?(Z,)Hs°?(Z,)| 


z "6M, _ 
< a;n S Pf" w [G5 Fu) Gs u AF; (u) 
i=1 eg 
< adm? 127 |z, Hs M,)* maxE | | Y, |G ?( Yi)! 
i= ¿< 


< aln? Volog enS | z, |P) 
i=l 
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122-1/p) 25 二 | a 
< a(n!" Plog 7S? lz) <in (5268) 


(注意 在 (3.2.68) 的 最 后 一 个 不 等 式 中 利用 到 条 件 A5(i)). 我 们 
再 利用 Tchebyshev 不 等 式 及 (3.2.68), 有 


$ ae . 
BP dal >) <2 a S . (3.2.69) 


于 是 由 Borel-Cantelli 引 理 即 证 得 (3.2.46). 
完全 套用 证 (3.2.46) 的 方法 ,可 证 在 条 件 A6,A5(i) 下 ,有 


Au 0. (3.2.70) 





又 易 见 
ee 33?) 5 laZGs'(ZIILZ, > My] 
z EZG; (ZDZ, > M,]| 
- 3? 2E8ZG3'(Z)1[Z, > M,] 


= A, + Ay32- (3.2.71) 
由 Chebyshev 不 等 式 与 Whittle RAK , 48 
P( | 4,31 | >e) 


< aE |5; )2,(8Z,G3'(Z,) IZ, > My] 
- E8Z,G5'(Z;)1[Z; > M,])|? 


< a57” | S) rE 8, |Z, 1G5'(Z,) LZ; > M, 11° |” 
<a maxE[ | Y; |#Gš ?( Yo15; [zi|)? 


< a(S; 51 zy. (3.2.72) 
利用 条 件 A5(i) 与 (3.2.72) , 即 得 
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SIPC daa >< <> s (3.2.73) 
于 是 由 Borel-Cantelli 引 理 知 
A, — 0. (3.2.74) 


既然 E(62.G51(Z)I[Z; > M,]) = Jan G) ,及 条 件 Al 蕴涵 


max | "sdFi(s) 一 0，7 一 oo， 
1<i<n M, 


因而 结合 条 件 A5(i) , 即 得 
A20, n>. (3.2.75) 
FÆ, (3.2.71), (3.2.74) (3.2.75) 一 起 就 证 明了 
As 0, no. (3.2.76) 
套用 证 (3.2.76) 的 方法 ,可 证 在 A6,A5(i) 下 ,有 
Ana 0. (3.2.77) 
注意 到 


|Ass| =1B, -BI < Inn + [pa + Izn» (3.2.78) 
其 中 Ih,, Tz, 5 Izn MA (3.2.20), (3.2.17) 所 定义 , 由 定理 
3.2.1 的 证 明知 , 在 假定 A3(i), Gi) 与 A5(i)(A5(i) 蕴涵 条 件 
A2(i)) 下 ,(2.3.23) 在 此 亦 成 立 . 
欲 证 这 里 
Than = Sieg “0, (3.2.79) 
我 们 可 使 用 (3.2.34) 的 证 明 方 法 . 根据 它 的 证 明 , 我 们 仅 需 要 验 
iE ay ISJ S nME 
a) Sla}, = o(log ln)， 


b) max la,, | < an 1⁄8, , 
I< 
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c) SS layl? < o. 


n=1 j=1 


由 aw 的 定义 ,并 注意 应 用 A6 与 A5(i) ,可 得 
Daz) 


m=1 j=1 
< pala? lay |? 


-p/21 -3 p⁄2-1 
<a max max Wë; (z;) * n * n ?2|og 2n + n 
1<i<n <q <, Vf 


a ee oe °°. (3.2.80) 


er PTP n 
从 上 面 第 二 个 不 等 式 到 最 后 不 等 式 可 看 出 c) 在 此 成 立 , 再 次 利用 
(2.3.80) 及 级 数 的 收敛 性 , 知 存在 6, 一 0,n 一 co 使 得 


(Yair? < am 108. (3.2.81) 


由 此 即 得 》) 02, < an %78,2, B max lag | < CX ai 

< = 1⁄98,. 这 说 明 在 此 a) ,b) 被 验证 ,因而 (3.2.79) 得 证 . 
记 a = 3/52. 于 是 利用 条 件 A5(i) TRE ayj = 1,2,…， 

n 满足 类 似 于 aw 所 满足 的 条 件 a) ,b),c) ,因而 同上 面 一 样 的 道理 

有 


= Dao. (3.2.82) 
iti (3.2.22), (3.2.78), (3. 2. 79) 与 (3.2.82) 一 起 证 明了 
As => 0. (3.2.83) 


综合 (3.2.45), (3.2.46), (3.2.70), (3.2.76), (3.2.77) 5 
(3.2.83), BP% (3.2.13) 得 证 . 

类 似 于 证 (3.2.8) 的 证 法 可 证 (3.2.14), 所 不 同 的 是 在 证 
(3.2.8) 时 利用 (3.2.7) 的 地 方 , 在 证 (2.3.14) 时 却 利用 了 
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(3.2.13). 至 此 ,定理 3.2.3 得 证 . 
定理 3.2.4 的 证 明 : 由 (3.2.45), 得 


E lB, -p < a XE Anl. (3.2.84) 
仿 (3.2.78) 的 证 明 ,在 条 件 MG), AS(ii) 下 ,有 


Ela, | ?去 an?2-1+0[ S72 (Se ame 


< an’? (5 PAE I) 一 0. (3.2.85) 


注意 到 0 入 W,( < 1,V: € I, 因此 再 次 利用 A4(ii) ,AS(ii) ,可 
得 


E|A,,|?< an? 95; 25) | D5 Wyl) lP 


j=l i=l 


<an??*? max m max Wai (t; )(S; 25112, |)? 


一 0. (3.2.86) 
由 Whittle 不 等 式 ,条 件 Al 与 A5(ii) ,我 们 可 得 


ElAule< a5;? | È ( Daw) EI Y; leatt cY,)])”? 
< aŠ, . ae | Daw 0, (3.2.87) 
ElAal?< š;>( Ea y,|Ge*(y,)])"? 
< ant(82 9) 13,1) +0. (3.2.88) 


mR Su = S77( Dz 2)'2 < š; Dal, 于 是 由 ASC) 知 


(3.2.40) 在 此 成 立 . 对 (3.2. 37) 所 定义 的 Es,, 由 (3.2.39) 并 利用 
本 定理 中 条 件 A5(ii) ,与 证 (2.3.86) 一 样 的 道理 可 得 
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En < a5 [D (Daw, G| ))2]”2 


<an’? (5 321 I) max max W,,?(1;) 


一 0. (3.2.89) 
又 (3.2.38) 在 此 成 立 , 由 此 及 (3.2.37),(3.2.40) 与 (3.2.89) RIZE 
此 有 

ElA,s\? = E|B, - B|°—0, n>. (3.2.90) 
因而 由 (3.2.84) 一 (3.2.88),(3.2.90) 即 得 (3.2.15) 的 证 明 . 

(3.2.16) 的 证 明 完 全 类 似 于 (3.2.10) 的 证 明 , 只 是 在 证 

(3.2.10) 时 利用 了 (3.2.9) 的 地 方 , 在 证 (3.2.16) 时 利用 了 
(3.2.15). 至 此 ,定理 3.2.4 证 毕 . 
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